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' RÉSUMÉ. We consider a non-dicritic germ of foliations T defined in some 

f-») , bail B C C 2 with separatrix set S, satisfying some additional but generic 

^v^j ■ hypothesis. We prove that there exists an open subset U D S of B such 

that for every leaf L of J-\(u\s) the natural inclusion i : L U \ S 
induces a monomorphism i* : tti(L) <^-> tti(U \ S) at the fundamental 
' group level. 
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Introduction 

Soit J- u un feuilletage holomorphe singulier défini par une 1-forme diffé- 
rentielle uj à coefficients holomorphes sur la boule ouverte B £ C C 2 de 
centre et de rayon e > 0. Nous supposons uj à singularité isolée en 
et non-dicritique |10j . i.e. les germes à l'origine de courbes analytiques 
irréductibles Sj telles que = 0, appelées séparatrices de JF^, sont en 
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nombre fini : j = 1, . . . , g -et non-nul d'après [2]. Nous choisissons eo assez pe- 
tit pour que, dans la boule fermée B £o , la séparatrice totale S := U|=i Sj 
soit analytique fermée, à singularité isolée et transverse à chaque sphère 
<9B r , < r < £q. Fixons aussi une fonction holomorphe réduite / à valeur 
dans le disque := {z € C ; \z\ < rf} qui définit S sur B £() . 

La restriction de / à l'ouvert 

T v := / -1 (IÎ J? ) n B eo , 0<77«£ , 

que nous appellerons ici tube de Milnor, est une fibration différentiable [Ï2] 
localement triviale au dessus du disque épointé D* := H> v \ {0}. Notons 

(1) t; :=T v \s = r 1 (o;)nn £ . 

Lorsque / est une intégrale première de J 7 ^, pour chaque feuille L de la 
restriction T w \t* de T u à T* la suite exacte d'homotopie donne : 

l-7ri(L)^7riÇZ£) h ttiOD»*) — > 1 , 

où i : L T* désigne l'inclusion naturelle. En particulier, les feuilles de 
F U \T* sont incompressibles dans T*. L'objet de ce travail est démonter un 
résultat analogue dans un cadre général. 

Considérons E : T v — > T v le morphisme de réduction de J-^, cf. [15] ou [10J. 
Le transformé total V := E' 1 ^) de S, que nous appelons ici diviseur 
total, est à croisements normaux. Ses composantes irréductibles sont : les 
composantes irréductibles j = 1, . . . , k du diviseur exceptionnel £ := 
£ ; ~ 1 (0) et les transformées strictes Sj := E^ l {Sj) — V ul des Sj , j = 
1, . . . , g. L'image réciproque E*u permet de définir sur B e0tVo un feuilletage 
T à singularitées isolées, dont le lieu singulier Sing{T) est contenu dans 
£. En chaque point c € Sing(T), le germe T c de T peut être décrit par un 
germe de 1-forme ùj c qui s'écrit, dans des coordonnées z\, Z2 appropriées : 

(2) Û3 C = (\ c z\ H )dz 2 + (fJ, c Z2 H )dz\ , avec A c / , (i c / 'fj, c £ Q <0 . 

Nous dirons ici que J- est de type général si, pour chaque c G Sing{J-) on 
a : 

(i) A c n c ^ 

(ii) si Xc/fJ-c est un réel irrationnel, alors le germe T c est linéarisable. 

Rappelons que si A c //i c est un irrationnel < 0, ou bien si appartient à un 
ensemble 33 C M+ de mesure pleine, appelé ensemble de Brjuno p2], alors 
le germe J- c est toujours linéarisable. 

Théorème Principal. Soit T u un germe à l'origine de C 2 de feuilletage 
holomorphe singulier non dicritique, de type général et soit T vo un tube de 
Milnor pour la séparatrice totale S. Alors il existe un voisinage U de S dans 
T r]0 tel que : 

(1) l'inclusion (U \ S) =— » (T vo \ S) induit un isomorphisme tïi{U \ 
S, •) —> ni(T V0 \ S, ■), 
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(2) toute feuille L de la restriction J'^ujjxs) es ^ incompressible dans 
(U \ S), i.e. l'inclusion naturelle i : L <— > (U \ S) induit un mono- 
morphisme des groupes fondamentaux i* : ttx(L , •) <^-> tti(U \ S , •) , 

(3) U contient T v pour r] > assez petit. 

Il est bien connu jï2] que l'application d'inclusion de (T V0 \S) dans (B £0 \5) 
induit un isomorphisme au niveau du groupe fondamental. Ainsi le théorème 
précédent permet de construire un système fondamental (U n ) n de voisinage 
de S dans la boule B eo tel que, pour tout n, chaque feuille de ^uiirUnKS) es ^ 
incompressible dans (M Eo \ S) . 

Remarquons que génériquement les feuilles de T dont le groupe fonda- 
mental est non-nul forment un ensemble dense. C'est le cas lorsque le groupe 
d'holonomie d'une composante du diviseur exceptionnel est non résoluble. 
Il existe alors pQ un ensemble dense de points fixes attractifs d'éléments du 
pseudo-groupe d'holonomie. Ces points correspondent nécessairement à des 
lacets tracés dans une feuille homotopiquement non-trivaux. La densité pour 
la topologie de Krull ce type de feuilletage est montrée dans [5]. 

Les hypothèses que nous donnons ici peuvent être affaiblies ; en particulier 
il est possible d'adapter l'énoncé et la preuve de ce résultat au cas des feuille- 
tages dicritiques. Afin d'alléger ce texte nous avons préféré ne considérer ici 
que le cas non-dicritique et traiter du cas dicritique dans un article ultérieur 
[8] où l'analyse est faite dans le cadre plus général des feuilletages holo- 
morphes au voisinage d'un diviseur compact quelconque. 

La structure de l'article est la suivante : Au chapitre 1 nous introduisons 
une notion très générale, la 1-connexité feuilletée, qui permet de "localiser" 
le problème, grâce à un théorème de type Van Kampen (jl.2.1j) . On obtient 
en suite au chapitre 2 une technique d'assemblage feuilleté, qui est le pen- 
dant feuilleté des techniques de plombage [4| . Cependant un "algorithme de 
plombage" ne sera possible qu'en contrôlant la rugosité des bords des blocs, 
notion introduite en (12.3p . Dans ce chapitre nous ramenons la preuve du 
théorème principal à celle d'un théorème d'existence de blocs "adaptables 
à rugosité contrôlée" (|3.2.2p . La preuve de celui-ci occupera les deux autres 
chapitres. 

1. Notions de connexité feuilletée 

1.1. Notions de 0- et 1-connexité feuilletée. De manière générale nous 
considérons une variété différentiable M munie d'un feuilletage régulier T 
de classe C 1 . On notera aussi T l'ensemble des feuilles du feuilletage. Pour 
tout sous-ensemble A de M, désignera la collection des composantes 
connexes des intersections L n A, L £ J-, des feuilles de T avec A. Pour 
A C B nous désignons par Sat^(A, B) et appelons saturé de A par J-\b, 
le sous-ensemble 

(3) Sat T (A,B) := [j L C B, 21 := {L G T\ B / L n A / 0} . 
Le2l 

Soient A, B deux sous-ensembles de M, avec A C B. 
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Définition 1.1.1. Nous dirons que A est §-T -connexe dans B et nous 
noterons A°r>B, si pour tout L G T\b l'application tïq{L H A) — » 7To(^4) 
induite par l'inclusion de L H A dans A est injective, i.e. pour tout chemin 
a : [0, 1] — > A d'extrémités dans LnA, il existe un chemin (3 : [0, 1] — ► L(~)A 
de mêmes extrémités que a. Nous dirons aussi que A est strictement O-J 7 - 
connexe dans B, si A est à la fois O-f '-connexe dans B et incompressible 
dans B, i.e. l'inclusion naturelle de A dans B induit un morphisme injective 
des groupes fondamentaux iri(A,p) iri(B,p) pour chaque p G A. 

Pour K C B, notons H(K) l'ensemble des classes d'homotopie des che- 
mins tracés dans K, i.e. T~i{K) est le quotient de C°([0, 1],X) par la rela- 
tion d'équivalence a ~x 6 il existe H : [0, l] 2 — » K continue telle que : 
H(0, t) = a(t), H(l, t) = b(t), H(s, 0) = a(0) = 6(0) et H(s, 1) = a(l) = 6(1) 
pour tout s, t G [0, 1]. 

Définition 1.1.2. Nous dirons que A est \-T-connexe dans B et nous 
noterons A^B, si pour toute feuille L G T ' , Lf] A ^ 0, la suite suivante est 
exacte : 

Pi 

H{L n A) A H(A) x H(L n B) ^ H{B) , 

avec a([c] LnA ) ■= {[c]a, [c]ldb) , Pi([o]a, Mlhb) ■= [o]b et (3 2 ([a\ A , [6]ins) := 
[o]b- Nous dirons aussi que A est strictement \-T -connexe dans B si 

A^B et A est incompressible dans B. 

T 

Explicitement cela signifie que pour tout chemins a : [0, 1] — » A et 6 : [0, 1] — > 
L n B tels que a ~# 6, il existe un chemin c : [0, 1] — » L n A tel que c ~^ a 
et c ~lob 6. 

Remarque 1.1.3. Soit (M, JF) une variété feuilleté et A C B des sous- 
ensembles de M. Les assertions suivantes sont évidentes : 

(i) La rélation A^B entre parties de M est transitive : 

T 

A^B et B^C ylS^C. 

.F JF F 

Il en est de même des relations de l-^-connexité stricte, de 0-J 7 - 
connexité et de O-JF-connexité stricte. 

(ii) Si A est réduit à un point, A = {p}, alors A°^B si et seulement 
si la feuille L p de T\b qui passe par p est incompressible dans B : 
i* : TTi(L p ,p) <^-> iri(B,p), où désigne le morphisme induit par l'ap- 
plication d'inclusion i de L p dans B. 

(iii) ^4 est l-^-connexe dans B si et seulement si chacune de ses compo- 
santes connexes est l-JF-connexe dans B, 

(iv) Si A est ^"-saturé dans B alors A°r>B. 

Proposition 1.1.4. Soit T un feuilletage sur M de dimension réelle 1, 
définit par un champ de vecteurs ne possédant pas d'orbite périodique, alors 
tout ouvert A strictement connexe dans M est l-J 7 - connexe dans M. 
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Preuve. Soient a : [0,1] — » A et b : [0,1] -> LflB tels que a b. Grâce 
a la O-JF-connexité de A dans -B, il existe c : [0, 1] — » L n A de mêmes 
extrémités que a (et que b). Comme T ne possède pas d'orbites périodiques, 
chaque composante connexe de L n B est simplement connexe et l'on a : 
c ~ LnB b- D'où c ~# a. Les images de a et de b sont contenues dans A et A 
est incompressible dans S. Ainsi c ~a a. □ 

1.2. Un théorème de type Van Kampen. Soit T une sous- variété fermée 
de codimension réelle 1, non nécessairement connexe, transversalement orien- 
table, d'une variété différentiable M et soit T un feuilletage (régulier) de 
classe C 1 sur M. Considérons deux sous-ensembles connexes V\,Vi de M 
dont l'intersection est T et dont l'union V est un voisinage de T : 

T = Vi n F 2 C W C F := Vl U V 2 , W C M ouvert. 

Théorème 1.2.1. Supposons que T est transverse à T et est strictement 
\-J- '-connexe dans V\ ainsi que dans V 2 : 

T(hF, T^Vi, 7ri(T,*)-->7ri(VÇ,*), i = 1,2. 

Alors chaque V\ et V2 sont tous deux strictement \-T -connexes dans V : 

V^V, 7ri(^,*)^7ri(V;*), i = l,2. 

La preuve de ce théorème consiste en une "chirurgie" d'homotopie. Précisons 
cette technique. 

Soit H : [0, 1] x [0, 1] — > V une homotopie entre deux chemins 70 := H(0, •) 
et 71 := H(l, ■). 

Définition 1.2.2. Nous dirons ici que H est T-admissible si i/ _1 (T) est 
une union finie disjointe de courbes de classe C 1 fermées et proprement 
plongés dans [0,1] x [0,1]. 

Remarque 1.2.3. Si H est C 1 et transverse à T et à dT, alors H est In- 
admissible. Ainsi lorsque 70 et 71 sont C 1 et transverses à T et à dT, on 
peut approcher H par une homotopie différentiable qui est génériquement 
T-admissible. 

Supposons que H est T-admissible. Désignons par 2(H;T) l'ensemble 
des composantes connexes de H~ l (T) homéomorphes à un segment et par 
J(H;T) l'ensemble des composantes connexes de i7 _1 (T) qui sont des 
courbes de Jordan. Munissons ces courbes de leur paramétrisation par abs- 
cisse curviligne. Si S G J{H; T) ne coupe pas le bord horizontal [0, 1] x 
{0, 1} de [0, 1] x [0, 1], nous noterons A^ xt , resp. AV nt la composante connexe 
extérieure, resp. intérieure de ([0,1] x [0,1]) \ |<5|, c'est à dire celle qui 
contient, resp. qui ne contient pas [0, 1] x {0, 1}. D'autre part nous dirons que 
9 € T(H;T) est un élément extrémal de I(H,T), si ses extrémités sont 
situées sur {0} x [0, 1] ; nous les noterons (0, s${6)), (0, s\{6)), et nous orien- 
tons 6 pour avoir sq{6) < s±(0). Le lacet simple ôg := V ag borde un disque 
conforme, ag désignant la paramétrisation naturelle de Ig := [sq(9), si(9)]. 
Nous notons AJf* l'intérieur de ce disque et Ag xt := ([0, 1] x [0, 1]) \ A g nt . 
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Définition 1.2.4. Nous dirons qu'une homotopie H' entre les chemins a et 
b est obtenue à partir de H par chirurgie le long d'un lacet simple 

ô' qui ne coupe pas le bord horizontal de [0, 1] x [0, 1], si l'on a l'égalité des 
restrictions : 




FiG. 1. Chirurgie d'homotopies. 



On montre très facilement les assertions suivantes : 

Lemme 1.2.5. SoitQ une sous-variété (non nécessairement fermée) conte- 
nue dans l'adhérence d'une composante connexe de V \ T. 
(i) Si 5 S J{H,T) vérifie H{\8\) C fi et est homotope dans Q à un point, 

alors il existe une homotopie H' obtenue par chirurgie le long de ô telle 

que iî'(A| nt ) C fi. 

(ii) Soit 9 un chemin extrémal vérifiant H(\9\) C f2 et homotope dans Q, 
a un chemin r/. Considérons le chemin a' égal à n en restriction à le 
et égal à a en restriction à [0, 1] \ Alors il existe une homotopie H' 
entre a et a' , obtenue par chirurgie le long de 9, telle que H'(Ag ) C fi. 

i 

Preuve du théorème \1.2.1\ Montrons d'abord les relations V^V , i = 1,2. 

T 

Considérons dans V une homotopie H entre un chemin a tracée dans V{ 
dont les extrémités sont dans une même feuille L de T\y et un chemin b 
tracée dans L. La feuille L est transverse à T et quitte à effectuer une pe- 
tite homotopie dans L nous supposons b différentiable et transverse à T. 
Grâce à la remarque (|1.2.3|) nous supposons aussi que H est T-admissible. 
Raisonnons par récurence sur l'entier N(H,T) := #J{H,T) + #1(H,T). 
Lorsque N(H,T) = 0, le chemin b est contenu dans Vi et le résultat est tri- 
vial. Supposons N(H,T) = N + 1 et le théorème vérifié pour N(H,T) < N. 
Distinguons deux cas suivant que J{H, T) est vide ou non. 

- Premier cas : J{H,T) ^ 0. Il existe visiblement une courbe de Jordan 
5 € J(H, T), telle que A^ nt n'intersecte aucun élément de 1{H, T)\JJ(H, T). 
Visiblement on a : 

#(<5) CT, F(Af)cV} et ff(Af)c^, avec {j, k} = {1, 2}. 
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Comme T est incompressible dans Vj, le lacet ô est homotope à un point 
dans T. Le lemme [ï.2.5l (i) donne une homotopie H' telle que iî'(A™ ) C T. 
De plus {A™*} UX(H, T) U J{H, T) \ {6} est la collection des composantes 
connexes de H'~ l {T). Comme T est transverse à T et transversalement 
orientable, on peut se donner au voisinage de //'(A™ 1 ) un champ de vecteurs 
différentiable Z à support compact tel que : 

(i) H'ÇÊf) C supp(Z) C W, 

(ii) Z{z) est transverse à T et pointe vers Vk, pour z G H' (A™*), 

(iii) supp(Z) n H(X) = pour tout A G I(H,T) U J{H,T) \ {5}. 

Le composé H' e de iî' avec le flot de Z est une homotopie entre a et 6 qui 
vérifie : l(H e ,T) = 1{H,T) et J(H t ,T) = J{H,T) \ {6} pour un temps 
e > assez petit. Ceci achève la récurence, dans ce cas. 

- Deuxième cas : J(H, T) = et I(H, T) ^ . Il existe alors un élément 
extrémal 6 de 1(H,T) tel que A^ nt n'intersecte aucun élément de 1(H,T). 

Notons encore Vj celui des deux ensembles V\ ou V2 qui contient i^(Ag nt ) 

1 

et notons Vk l'autre. Comme T^Vj le chemin a@ est homotope dans LPiVj 

à un lacet 77 contenu dans T. L'injection de vri(T) dans iri(Vj) donne une 
homotopie dans T entre rj et cvg. On conclu grâce au lemme 11.2.51 (ii) et à 
l'intégration d'un champ de vecteurs, comme dans le premier cas. 

Il reste a montrer les injections des groupes fondamentaux de tti(V) dans 
tti(V), i = 1, 2. Elles résultent en fait d'un théorème classique de combi- 
natoire des groupes en considérant iti(V) comme le produit de 7Ti(Vi) et 
7Ti(V2) amalgamée sur vri(T), cf.[7j, théorème 4.3. page 199. □ 



2. Assemblage bord à bord feuilleté 

2.1. Définition d'assemblage feuilleté et théorème de localisation. 

Soit V une variété à bord réelle de dimension 4, non- nécessairement com- 
pacte ni connexe, munie d'un feuilletage régulier Ty de classe C 1 et (V^) Jg/ , 
I C N, une famille de sous- variétés de V de même dimension que V, dont 

o 

les bords dVj := Vj \ Vj sont transversalement orientables. 

Définition 2.1.1. Nous dirons qu'un élément Vj est un bloc feuilleté Ty- 

adaptable s 'il satisfait les propriété suivantes : 

(1) chaque composante connexe de dVj est incompressible dans Vj, 

(2) Ty est tranverse à dVj, 

(3) chaque feuille de J-\y. est incompressible dans Vj, 

(4) chaque composante connexe de dVj est \-T -connexe dans Vj. 

Nous dirons que V est un assemblage bord à bord des Vj bien construit, 

si pour tout j G I la condition fi]) et la condition supplémentaire suivante 
sont satisfaites : 
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(5) pour tout i, j G I distincts l'une des deux éventualités suivante est 
réalisée : ou bien Vi H Vj = , ou bien Vi fl Vj est une composante 
connexe de dVi et est une composante connexe de dVj . 
Si chaque Vj est Ty -adaptable et si V est un assemblage bord à bord des 
Vj, nous dirons que V est un assemblage bord à bord feuilleté bien 
construit. 

Remarque 2.1.2. Une conséquence immédiate du théorème classique de 
Seifert-Van Kampen est la suivante. Soient A C A', B C B' et At~)B C A'nB' 
deux sous-ensembles connexes d'un espace topologique tels que chaque inclu- 
sion précédente induise un isomorphismes au niveau du groupe fondamental. 
Alors il est de même pour l'inclusion A U B C A' U B'. 

Par récurence sur le nombre de blocs, on déduit de cette remarque la 
proposition suivante : 

Proposition 2.1.3. Soient V = \J j€l Vj et V = [jjei V j> # J < °°> deux 
assemblages bord à bord bien construits. Supposons que pour chaque j G /, Vj 
est contenu dans Vj et que l'application d'inclusion induise un isomorphisme 
7Ti(Vj, •) — tTïiÇVj, •). Alors l'application d'inclusion V' V induit aussi un 
isomorphisme tti(V', •)^->7Ti(V r , •). 

Remarque 2.1.4. Supposons que les Vj vérifient les propriétés (pQ) à (Jl|) et 

la propriété supplémentaire suivante : 

(5') Pour tout i,j G I distincts ViDVj est ou bien vide, ou bien égal à 
dVi fl dVj et il existe alors une sous-variété ouverte VL de Vi n Vj qui 
est incompressible et \-T '-connexe dans (Vi \ Vi fl Vj) U V(j et dans 

(Vj\VinVj)uv^ 

Considérons les variétés à bord 

y; := (^Au^^n^ufu^^;) cv Jt jei, 

où Ixl est l'ensemble des couples (i,j) tels que Vi H Vj / 0. Alors V := 
Ujez V? es t un assemblage bord à bord feuilleté bien construit des Vj . 

Théorème 2.1.5 (de localisation). Si V est un assemblage bord à bord 
feuilleté bien construit, alors : 

(1) chaque feuille de Ty est incompressible dans V, 

(2) chaque union de blocs V := (Jfcei 7 I' C /, est \-Ty- connexe dans 
V 

(3) chaque union de blocs est incompressible dans V. 

Preuve. Les deux premières assertions sont des conséquences immédiates du 
théorème (ll.2.ip . La troisième assertion résulte du théorème de Van Kampen 
classique précédemment cité : [7], théorème 4.3, page 199. □ 

Pour prouver le Théorème Principal énoncé dans l'introduction, nous 
construirons un voisinage ouvert U du diviseur total T> tel que U* := U\D se 
décompose comme un assemblage bord à bord feuilleté bien construit, U* = 
\J a B a . Le théorème de localisation permet immédiatement de conclure. 
Cette construction sera effectuée à partir d'une décomposition appropriée 
du diviseur qui sera décrite en (|3. 1 1) . Certains blocs, correspondant à des 
singularités de V, sont déjà décrits dans les exemples ci-après. 
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2.2. Exemples utiles. Considérons un germe G de feuilletage singulier 
réduit à l'origine de C 2 donné par un champ de vecteurs holomorphe X : = 

X fî + ^( AH )§£> défini au voisinage de := {|x| < 1, \y\ < 1, |xy| < C}, 

avec < ( < 1. Désignons par 3»^ le flot de X et, pour tout sous-ensemble 
A de K^, nous notons 

(4) A* := A \ {xy = 0} , d±A := An {\x\ = 1} , <9 2 ^4 :=An {|y| = 1} . 

Supposons G à singularité isolée. Soit S C {xo} x D(£), avec |xo| = 1, un 
disque conforme fermé, de bord analytique par morceaux. Considérons la 
suspension de S au dessus du cercle {|x| = 1, y = 0} 

:= (x , y) / < t < 2vr, {x , y) G £}. 

Cet ensemble est bien défini et contenu dans le tore Xi := {|x| = 1, |y| < 1} 
si S est assez petit, ce que nous supposerons. Nous supposons aussi que 

5 et son image h(E) par l'application d'holonomie h := <&2m son ^ étoiles. 
Alors l'ensemble C/s est un rétract par déformation du tore Xç. De plus il 
se rétracte par déformation sur tout tore T £ , avec e > assez petit. En 
particulier U£ est incompressible dans K*** . 

Nous désirons construire des blocs adaptables B contenus dans ~¥S* dont 
les adhérences sont des voisinages des axes dans 

2.2.1. Exemple 1 : Supposons le champ X linéaire : X = xj| + AyJ| avec 
À G C*. On a 

diES^ES*, i = l,2. 
e 

En effet, considérons le sous-ensemble des points (z, w) dans C 2 = R 4 
qui vérifient les inégalités suivantes : 

Re(z) < 0, Re(io) < et Re(z + w) < log(C). 

Considérons le revêtement universel p : K* — > K^* définit par p(z,w) = 
(e z ,e w ). Le feuilletage Ç7 := p*G admet l'intégrale première linéaire w — Xz. 
Soient a : [0, 1] — > <9jK^* et 6 : [0, 1] — > L, deux chemins homotopes dans K^* 
à extrémités fixes, où L est une feuille de £7 restreint à On peut choisir 
à : [0, 1] — > diËJ* := et 6 : [0, 1] — ► Z deux /^-relèvements de a et 

6 avec les mêmes extrémités, L étant une feuille de G telle que = L. 
Comme L est l'intersection d'un 2-plan avec ces trois demi-espaces de R 4 , 
l'intersection L n diÊS ^ est soit une droite, soit une demi-droite. Il est 
donc clair qu'il existe un chemin linéaire c : [0, 1] — ► L Cl dK.^ joignant les 
deux extrémités communes de S et b. Comme dÉS et L sont simplement 
connexes, c est homotope à à dans diÈS et à b dans L. Si on définit c := p(c) 
on peut redescendre ces homotopies à K^* et conclure que c ~g.KC* a et 
c ~l &■ 

Soient maintenant Si C {xo} x et £2 C B(£) x {yo} 5 |#o| = lj 1 2/0 1 = 
1, deux disques conformes sur lesquels les transformations d'holonomie h\ : 
Si -> {£0} x D(l) et /i 2 : S 2 -> 10(1) x {y }, 

/»i(x ,î/) = (x ,ye 2wA ), ^(x,^) = (xe 2i7r /\y ), 
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sont bien définies. On peut distinguer trois cas : 

A) À £ Q. Si hi{Tji) C Sj ou si Sj C /ij(Sj), alors la suspension 

vérifie : (7^.^^*. Ceci est une conséquence immédiate de la proposition 

([1.1.4p . D'autre part chaque feuille est contractile. Ainsi, par transitivité de 
la connexité feuilleté l'ensemble 

B ( :=K <: *UU£ 1 UUx 2 

est un bloc (y-adaptable. 

B) À G M>o- Dans ce cas les hypersurfaces réelles {|a;| _A \y\ = k}, k G 
M>o, sont saturées pour le feuilletage G et séparent le polydisque en deux 
composantes connexes. Pour k assez grand, f2 K := {|x| \y\~^ > k} n K est 
un voisinage (/-saturé dans K de l'axe des x épointé de l'origine. De même 
pour r > assez grand Q' T := {|x| _A \y\ > r} C\KS est un voisinage (/-saturé 
dans de l'axe des y épointé. Visiblement ces ensembles se rétractent par 
déformation sur W K := r2 K fl {\x\ = 1} et W' T := ft' T fl {\y\ = 1} respective- 
ment. La rétraction est donnée par une homotopie laissant invariant chaque 
feuille de G- On en déduit immédiatement les relations : 

W:^n* K <UB CjKjT et w;*^^*^^ 

y y y y 

avec : 

£ c , K , r :=K C *UW*UÎ<*. 

On en déduit que Bç :KjT est un bloc (/-adaptable. En effet il ne reste à 
vérifier que l'incompressibilité des feuilles de G^Bç K T dans diBç jKjT , i = 1, 2. 
Lorsque À est irrationnel ceci est trivial, car les feuilles sont contractiles. 
Lorsque A = p/q, p, q G N* les feuilles sont les courbes d'équation y q = Cx p , 
et leurs traces sur diB^ KjT sont les lacets (e iq9 , ce ipd ) ou bien (ce iq9 , e ip ), 
9 G [0,27r], c constante > 0. Elles induisent dans les deux cas l'élément non 
nul (q,p) de 7Ti(<9j£?ç jKjT )^>ZxZ. Remarquons aussi que chaque composante 
W* et W' T * du bord de Bç jKjT est de type suspension. 

C) À = —2 g Q< - Le feuilletage possède l'intégrale première x p y q . Le 
sous-ensemble 

B ( := {\x\ < 1, \y\ < 1, < |îcV| < C} 

est l-(/-connexe dans pour tout ( > car il est (/-saturé. Il est facile 
de construire des rétractions par déformation de Bç sur d\Bç et sur fyBç, 
laissant invariant chaque feuille de G\b q - Comme précédemment les feuilles 
des restrictions diB^ induisent l'élément (q, —p) de 7Ti(<9j£?ç)^^Z x Z, ce qui 
montre leur incompressibilité dans dans le bord de Bç -et donc aussi dans 
£>ç. Ainsi Bç est un bloc (/-adaptable. Notons que les deux composantes du 
bord sont encore de type suspension. 

2.2.2. Exemple 2 : Si À G Q<o et G n'est pas linéarisable on sait -et 
cela sera précisé en Oïl) au paragraphe (j5.ip ~ qu'il existe encore un col- 
lier feuilleté Q. Mais maintenant, pour tout disque conforme assez petit 
S C {x = xo} fl Q, n'est jamais 0-connexe dans W := {|ar| = 1} n fl; 
on en déduit facilement que £/£ n'est jamais 1-connexe dans W ! Ainsi, dans 

o 

ce cas, pour obtenir un bloc (/-adaptable on ne peut pas adjoindre à Q des 
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bords trop petits. Cette difficulté sera levée au paragraphe [5j 
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2.3. Notion de rugosité. Dans les exemples précédent nous avons construit 
des ouverts adaptables dont les composantes bord sont des ensembles U% de 
type suspension. Cette propriété du bord sera essentielle pour construire par 
induction un assemblage bord à bord feuilleté. Dans tous les exemples U£ 
a le type d'homotopie d'un tore S 1 x S 1 , car /t(S) n £ est connexe. S'il n'en 
était pas ainsi, U£ aurait le type d'homotopie d'un tore auquel serait attaché 
un bouquet de cercles. Alors U£ ne serait pas incompressible dans B et la 
propriété §Q) de la définition (|2.1.1|) de bloc adaptable ne serait pas satis- 
faite. La notion de rugosité que nous introduisons ici permet de contrôler le 
caractère étoilé des domaines S et hÇS), ce qui garanti la connexité de leur 
intersection. 



Notons, pour z G C, \z 
(5) [[z]] : = 



1 



|0|, si z 
+oo, si z 



\z\ e 
\z\ e 



avec 
avec 



e]-f, +§[, 
e [f, f ]• 



Tout d'abord considérons un chemin 7 : [0, 1] 
7' (s) ^ 0. Pour tout s G [0, 1] nous notons : 



C* analytique et lisse, i.e. 



e(7;s) := 



*7(«) 



Cette quantité "mesure" l'angle de la courbe orientée Im(7) := 7([0, 1]) avec 
la tangente au cercle de centre passant par 7(5). 

Appelons ici chemin analytique lisse par morceaux (a. 1. p. m. 

en abrégé) tout chemin [i = fj,\ V • • • V fj, p qui est une concaténation de 
chemins analytiques lisses fij tels que chaque intersection Im(/ij) nlm(//j), 
1 < i < j < Pi est : ou bien un ensemble discret, ou bien une courbe simple 
sur laquelle les orientations de fj,i et de [ij coïncident. 

Définition 2.3.1. Nous appelons rugosité de \i au point \x{s) et notons 
encore e(/i; s) le maximum des limites à gauche et à droite en s de e (/i; t). 
Nous appelons rugosité de /i l'élément e(/i) := max{e(/i; s) / s € [0,1]} 
de l + = R + U {+00}. 

Remarque 2.3.2. Remarquons que e(//) ne dépend que de la courbe orientée 
Im(//). Notons aussi que si e(7; s) < +00 , alors e(7 _1 ; s) = +00 . 

Il est clair qu'un domaine simplement connexe A B de bord une courbe 
a. 1. p. m. est étoilé par rapport à l'origine dès que e(<9A) est fini. D'autre 
part, pour deux domaines A, A' contenant l'origine on a : 

(6) e(3(AuA')), e(0(AnA')) < max je(ôA), e(ôA')} . 

Plus généralement supposons [i tracée dans une variété analytique réelle 
M, non-nécessairement connexe. Soit £ une fonction M-analytique, définie 
sur un voisinage ouvert de Im(^) et à valeurs dans C telle que Ç o fi n'est 
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pas constant. Visiblement la courbe £ o /i est aussi a.l.p.m. Nous appelons 
^-rugosité de /j, l'élément 

e ç (p) := e (£ o M ) e M+ . 

Nous adoptons dans tout le texte les notations suivantes : 

/7 n h h \ c t m rr/ju / l#l si ^ e] - vr/2, +vr/2[ 

(7) IHk-max |Ço^)| ri _ îr/2j +7r/2[ • 

Maintenant supposons que /i est tracé sur un secteur fermé 

S R)a ,p := {r e i6 / < r < R, a < 6 < (3} C C , < (3 - a < 2ir 

de la surface de Riemann C de C*. Considérons une application holomorphe 
g définie sur un secteur ouvert Sri^^i contenant SR t(X ,p et qui possède sur 
ce secteur un développement asymptotique s'écrivant g(z) := c j ^' p , 

avec v > 1, p <E N* cf. [T7J. 

Proposition 2.3.3. // existe une constante C g > dépendant continûment 
de g telle que : 

e ff (/x) < {{e 2 (/i) + C s ||/i|| 2 |-, ||/x|| 9 < CJ/x|| 2 

Preuve. La seconde inégalité est facile. Pour prouver la première inégalité, 
on peut supposer \x lisse et c v ^ 0. On a : 

(8) =w o a ■ — , avec iplz) := — 

i ■ 9 ° M V ff(^) 

Classiquement [T7] lorsque z tend vers sur Sr^p et la fonction ^(z) 
possède un développement assymptotique du type vjp + o(l). Ainsi ip(z) 
tend vers z^/p € Q>o et \axg(ijj(z)/z)\ < C'\z\ pour une constante C > 
appropriée et pour |z| assez petit, disons \z\ < Ci. Toute constant C 9 > 
telle que C 9 > C et C g C\ > ir/2 convient. On en déduit sans peine la 
majoration désirée. Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que si g dépend 
continûment d'un paramètre, on peut choisir la constante C g dépendant 
continûment de ce paramètre. □ 

Quitte à restreindre R l'application g possède une "réciproque" g -1 définie 
sur un secteur Sr>i a » pu C C et à valeur sur un ouvert de Sri a i pi contenant 
Sr,ol,p- On en déduit le corollaire suivant. 

Corollaire 2.3.4. // existe une constante C' g > dépendant continûment 
de g telle que : 

e z (ji) < ie g (fi) + C' g \\n\\ g }, \\n\\ z < C' g \\n\\ g . 



3. RÉDUCTION DE LA PREUVE DU THEOREME PRINCIPAL 

3.1. Décomposition du diviseur et construction de bonnes fibra- 
tions. Considérons le diviseur total : 

V := E" 1 (S) = SUS , £:=E-\0), S := «Si U • • • U S g . 

Nous reprenons le vocabulaire habituellement utilisé : la valence v (D) d'une 
composante irréductible) D de £ est le nombre de singularité de T situées 
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sur D, une chaîne est une union connexe maximale de composantes de £ de 
valence < 2, une branche morte est une chaîne de composantes possédant 
une composante de valence 1, appelée composante d'extrémité. Deux 
unions connexes de composantes de T> sont dites adjacentes si leur inter- 
section est non-vide et réduite à un point, appelée point d'attache. Nous 
appellerons composante simple de £ toute composante D de £ qui n'in- 
tersecte aucune branche morte, et bloc agrégé de £ toute union connexe 
maximale de composante non-simples de £. Un bloc agrégé est toujours 
constitué d'une composante de £ appelée composante centrale du bloc 
et de l'union (non-vide) des branche mortes adjacentes à cette composante. 

Visiblement les transformés strictes Sj, les composantes simples et les 
blocs agrégés forment un recouvrement de T> en sous-ensembles qui, deux à 
deux, sont ou bien adjacent, ou bien d'intersection vide. 

En chaque point singulier s G T> de T nous nous fixons maintenant des 
coordonnées (x s ,y s ) : K(s) Ai(2)xB(2) telles que VnK(s) C {x s y s = 0} 
et que : 

- si le germe T s de T en s est linéarisable, alors il est est définit par un 
champ de vecteur linéaire dans ces coordonnées X s = x s + Xy s ^ 

- si T s est résonnant non-linéarisable, alors il est défini par une 1-forme 
différentielle du type forme normale de Dulac : x s dy s —y s (\+x s y s (- ■ ■ ))dx, 
A € Q< , cf. Hïï|. 

Si D est une composante irréductible de V qui contient s, alors nous notons 

D s :=Dn{\x s \ < 1, \y s \ < 1} . 

Visiblement D s un disque conforme ouvert. Quitte à composer les coor- 
données construites par des homothéties appropriées, nous supposons que 
deux disques fermés D s et D s / contenus dans une même composante D ne 
s'intersectent jamais. 

Considérons maintenant une composante D de T> et désignons par Sj, 
j = 1, . . . ,v(D) les points singuliers de T situés sur D. Supposons pour 
simplifier l'écriture qu'en chaque point y Sj = est l'équation locale de D en 
Sj. Nous noterons 

v{D)_ 

(9) D* := D \ |J D Sj . 

i=i 

On sait qu'il existe une fibration holomorphe en disques t£d localement tri- 
viale, définie sur un voisinage ouvert Q, D de D et h valeur dans D, qui 
est l'identité en restriction à D. Pour chaque j = 1, ... ,v(D) on construit 
sans difficulté une submersion surjective 7Ld,s 3 de classe C°° définie sur 

K(sj) et à valeurs sur D n ^|a: Sj - 1 < 2j, qui est égale à 7£ D en restriction 

à Q D n K(sj) n {|x Sj | > |} et égale à la projection x Sj en restriction à 
K(sj) n {\x Sj \ < 1}. Par des recollements appropriés on obtient une fibra- 
tion en disques 



(10) 



tt d : Çl(D) — ► D 
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de classe C°° définie sur un voisinage ouvert Çl(D) de D, égale à l'identité 
en restriction à D et telle que pour chaque j = 1, . . . v(D) on a : 

(1) Tr^ 1 ) = K(sj) ; et en restriction à cet ouvert ttd est égal à la 
projection x Sj , 

(2) tt d \D*) = il d 1 (D*) avec D* := D\ {\x Sj | < 2} ; et en restric- 
tion à cet ouvert irp est égal à n D . 

Maintenant appelons bloc élémentaire de T> les adhérences des com- 
posantes connexes du complémentaire dans V de l'union U(D,s)e2t ou 

21 := {{D,s) G Comp(V) x Sing(F) | s G D} 

et CompiV) désignant l'ensemble des composantes irréductibles de V. No- 
tons 

(11) F:=foE 

le composé de l'équation / de la séparatrice totale par l'application de 
réduction. Pour n > assez petit l'hypersurface réelle 

H:= |J Kn\dD s ) 

(D,s)& 

est transverse aux fibres |z| < rj. Considérons la famille (X^)je3 

des composantes connexes de T, q \ TC où, comme dans l'introduction, T v := 
-E _1 (T ?? ). Chaque bloc élémentaire de T> est contenu dans l'adhérence d'une 
et une seule composante T^. 

Définition 3.1.1. Soit A C V nous appelons ici bloc de Milnor de hau- 
teur rj > associé à A l'union des adhérences dans des composantes 
T_y de % t \Tt qui intersectent A : 

T V (A) := |J g , Z A :={i^Z\lj n ^A^%}. 
Nous notons aussi T*(A) := T V (A) \ T>. 

Le résultat suivant bien connu de spécialistes se montre facilement à l'aide 
de la remarque (|2.1.2|) . 

Remarque 3.1.2. Il existe rji > tel que pour tout A C T> et < r( < 
f] < rjx, les inclusions T*,(A) C T*(A) et dT*,(A) C dT* (A) induisent des 
isomorphismes au niveau du groupe fondamental. 

3.2. Blocs feuilletés adaptables à taille et rugosité contrôlées. Soit 
A l'ensemble dont les éléments sont : 

(i) les points singuliers de T>, 

(ii) les composantes simples de £ , les composantes centrales des blocs 
agrégés de £ , les transformées strictes des séparatrices. 

Pour chaque a G A considérons le sous-ensemble K a de T> suivant 

- dans le cas (i) avec a = s G Sing(V), on pose K a := D s U D' s , où D et 
D' sont les deux composantes de V qui s'intersectent en s, 
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- dans le cas (ii) : K a = D U \Jj e j D SDÎj où D = a est la composante de 
V considéré, {9Jlj}jej D est la collection (peut-être vide) des branches 
mortes adjacentes à D, {sj} = VJÏj D D et D$ = D* U \Jjej D D Sj . 
L'intersection de deux sous-ensembles distincts K a et K a i est ou bien vide, 
ou bien difféomorphe à un cercle et celui-ci est une composante connexe 
commune de dK a i et de dK a . 

Pour chaque composante connexe C du bord d'un K a , a E A, donnons- 
nous un champ de vecteur réel régulier Zq qui définit le feuilletage ^F^-^icy 
D désignant la composante de V qui contient C. En chaque point P € C est 
définit un germe de fonction "temps de premier retour" rp : ir^ 1 (P) — > M>o 
qui vérifie, pour tout m € 7r^ 1 (P) suffisamment proche de P : 

<S>ï c {m)eTT D \C\{P}) pour < t < r(m) et $ T(m) (m) £ tt^ 1 (P) , 

&f c désignant le flot de Zq. Nous dirons qu'un ensemble V C 7r^ 1 (C) est de 
type suspension au dessus de C, s'il existe un point P S C et un disque 
conforme ouvert S C tt^ 1 (P) contenant P, tel qu'en notant S := S \ {P} 
on a : 

y = Ve := {$f c (m) /meS, < t < r P (m)} . 

Appelons ici rugosité de V et notons ep(V), la F-rugosité du bord de S. 
De même nous appelons taille de U le réel ||î7||f := Il ^11 F- 

La proposition suivante est vraisemblablement bien connue des spécialis- 
tes. 

Proposition 3.2.1. Si le transformé strict d'un germe de feuilletage ne 
possède aucun point singulier de type selle-nœud, alors il existe au plus une 
composante du diviseur exceptionnel adjacente à au moins deux branches 
mortes. 

Lorsqu'elle existe, nous appellerons cette composante la composante 
centrale du diviseur exceptionnel. Remarquons que toute autre compo- 
sante, ou bien contient (au moins) deux points singuliers de T qui ne sont 
pas des points d'attache de branches mortes, ou bien est contenue dans une 
branche morte. Remarquons aussi qu'une composante centrale de £ est le 
centre d'un bloc agrégé. C'est donc un élément de A. 

Preuve de la proposition. D'après l'hypothèse l'application E de réduction 
de T est identique à l'application de réduction de la séparatrice totale [3j. 
Il suffît démontrer la propriété suivante des germes de courbes X C (C 2 , 0). 

Le diviseur exceptionnel T>x de la réduction de X possède au plus une 
composante centrale et dans ce cas le diviseur créé par le premier éclate- 
ment est la composante d'extrémité d'une branche morte. 

Raisonnons par récurence sur le nombre Nx d'éclatement nécessaires à la 
réduction de X. L'assertion est triviale lorsque Nx = 1. D'autre part l'ap- 
plication de réduction de X est le composé de l'application d'éclatement 
de l'origine E : C 2 — > C 2 avec l'application Ex 1 '■ M — > C 2 de réduction 
de X' := E~ 1 (X). En chaque point singulier cj, j = 1, . . . , qx de X' nous 
pouvons appliquer l'hypothèse de récurence. Le diviseur T>x est l'union des 
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diviseurs exceptionnels Vj = E x ,(cj) de la réduction des germes de X' 
en Cj et du transformé strict Dq de i?~ 1 (0) par Ex'- Chaque Vj est adja- 
cent à -Do- Il est évident que T>x ne possède pas de composante centrale 
si aucun des T>x', Cj n 'en possède, ou bien si qx > 2. Considérons le cas : 
qx = 1 et Vj possède deux branches mortes. On voit facilement que, E~ l (ti) 
étant lisse, Dq est nécessairement adjacent à une composante D\ contenue 
dans l'une des branches mortes 9JÎ. On considère alors séparément les deux 
éventualités : D\ est une composante d'extrémité de Wl, ou non. Dans chaque 
cas l'hypothèse de récurence est immédiatement satisfaite. □ 

Désignons toujours par r]i la "hauteur d'uniformité" des blocs de Milnor 
donnée par la remarque ([3.1.2p . 

Théorème 3.2.2 (d'existence de blocs adaptables). Soit a G A et 
e > 0. Il existe B a C T*(K a ) tel que : 

(1) pour 7] > assez petit, B a contient T*(K a ) et les applications d'in- 
clusion induisent des isomorphismes 

TTi(T;(K a ), .)^7ri(jB aj •) et ^{dT^K^, p )^ ni {dB a , p) , 

pour tout p G dBç Q „, 

(2) B a est un bloc F -adaptable, 

(3) les composantes connexes V±, . . . , V Ta de dB a sont des ensembles de 
type suspension au dessus des composantes connexes de dK a , 

(4) e F (Vj) + \\Vj\\ F < e, j = 1, . . . ,r Q . 

Si nous supposons de plus que a n'est pas la composante centrale de V, alors 
il existe des constantes C a< o, C a , Ç a > et une fonction d a : M + — > 
lim^o^aM = 0, telles que pour tout sous-ensemble V de type suspension au 
dessus d'une composante de dK a vérifiant ep(V) < C a ^ et \\V\\f < C a ^o, il 
existe B a C T^Ka) qui satisfait les propriétés (1), (2) et (3) précédentes, 
ainsi que : 

(3') Vxty, 

(4') e F (Vj) < {{e F (V) + d a (\\V\\ F )} e*||^||F<C a ||V||^,i = l,...,r a . 

Fixons maintenant un élément «o de A, que nous choisirons égal à la com- 
posante centrale de V si celle-ci existe. Considérons la filtration croissante 
du diviseur 

K ao =: Kq C /Ci C C /C re = V , ■= ICj U K a , 

aeAj 

où Aj est l'ensemble des a G A tels que K a n K,j ^ 0. 

Le théorème ci-dessous permet de construire par induction des ensembles 
B a C T* a G A de manière que l'union U' := Uag^t^a es t un assemblage 
bord à bord feuilleté bien construit, son adhérence est un voisinage de V 
contenant T r] pour rj assez petit et U' \ V = U'. L'image U := E(U') satis- 
fait les conclusion du théorème principal. En effet les assertions (2) et (3) 
sont une conséquence immédiate du théorème (|3.2.2p ci-dessus, du théorème 
de localisation (|2.1.5p et de la remarque ([2.1.4p . Les assertion (1) et (2) 
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du théorème d'existence montre que les composantes connexes du bord de 
chaque T*(K a ), sont incompressibles dans T*{K a ). Ainsi T* est un assem- 
blage bord à bord bien construit des T*{K a ). La proposition (|2.1.3p donne 
l'isomorphisme 7Ti(7l*)^— ^(t/ 7 ) induit par l'inclusion. On en déduit l'iso- 
morphisme ir\{T n \ S) — yjri(U \ S) et l'assertion (1) du théorème principal 
de "la propriété d'uniformité" (|3.1.2p . 

Remarque 3.2.3. En appliquant de façon récurrente le théorème de Seifert- 
Van Kampen aux blocs {T*(K a )} a& ^ et la présentation (fT7|) du groupe 
fondamental de 7Q (71* (!?£>)) qu'on démontrera à la section|H on obtient une 
présentation explicite de m(U\S) ayant comme système de générateurs un 
ensemble de lacets {an}, indexé par les composantes irréductibles D C T>, 
vérifiant ^ / ^f- = ordoF et ayant pour relations 

I] a { S' E) = 1, [a D , a E }^ = 1, E C £ , DcV. 

DcV 

Le reste de l'article est maintenant consacré à la preuve de ce théorème. 
Plus précisément le chapitre H] est consacré au cas où a est une composante 
D de T>. Le bloc B a sera appelé bloc de type Seifert, car il est munit 
par construction d'une (pseudo)-fibration de Seifert B a — > DK L'existence 
de cette fibration joue un rôle clé dans la preuve de la l-.F-connexité du 
bord de B a . Le cas où a est un point singulier de T est traité au chapitre 
[5j Lorsque la singularité est linéarisable, il suffira de reprendre les exemples 
traité en (j2.2|) . Il reste uniquement le cas où la singularité est une selle 
résonante non-linéarisable. On construit alors un voisinage-collier et on in- 
troduit une technique "de rabotage" qui permet de lever la difficulté évoquée 
dans l'exemple 2 de (12. 2p . 



4. Blocs feuilletés adaptables de type Seifert 

Dans ce chapitre nous démontrons le théorème d'existence de blocs adap- 
tables (|3.2.2p dans le cas où a G A est une composante irréductible D du 
diviseur T> non-contenue dans une branche morte. Dans le paragraphe (|4.ip 
nous construisons le bloc Bd et nous prouvons les propriétés (1),(3),(3'),(4) 
et (4') du théorème (13.2.2p . Il restera seulement à prouver la propriété (2) 
de ^"-adaptabilité du bloc Bd- Nous montrons comment la l-^-connexité 
du bord de Bd implique (2). Avant de prouver cette propriété nous in- 
troduisons préalablement, dans le paragraphe (|4.2p . les constructions et les 
descriptions auxiliaires nécéssaires. Finalement, dans (|4.3p nous prouvons la 
1-JF-connexité du bord de Bd-, ce qui achève la démonstration. 

4.1. Construction du bloc et réduction de la preuve de (13.2.21) . À 

partir d'un disque ouvert S contenu dans la fibre de ttd au dessus d'un point 
fixé Pq de D*, nous allons construire dans la première étape un voisinage 
fermé B S (D*) de D* dans vr^ 1 (£>*). A la fin de cette étape (l4TL3|) nous 
indiquerons comment un bon choix de S et l'existence de "bons" voisinages 
Bs(Tlj) des branches mortes 9JIj adjacentes à D permettent de définir, par 
une construction bord à bord adéquate, un bloc Bd qui satisfait le théorème 
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(|3.2.2p . A l'étape 2 nous construirons les voisinages BzÇtïïtj), puis à l'étape 
3 nous réduirons la preuve du théorème (|3.2.2p à une forme faible de l'as- 
sertion (2) de son énoncé. Enfin celle-ci est prouvée à l'étape 4. 

Etape 1 : construction de Bs(D*). Choisissons la numérotation des 
points singuliers sq, ...,s n de T sur D, avec n := v(D) — 1, pour que 
Sk+i,---,s n (0 < k < n) soient les points d'attache des branches mortes 
2%+l, . . . ,9Jln adjacentes à D. Considérons les sous-ensembles de D sui- 
vants : 

k n 

(12) D*:=D\ \JD S ., D*:=D*\ \J D Sj . 

3=0 j=k+l 

Donnons-nous des chemins simples réguliers analytiques réels 

aj : [0, 1] - D», j = 0,...,n 
dont les images \<jj\ vérifient : 

- Wj\ n |cr fe | = 0, pour j ^ k; 

- \uj\ n D Sk = 0, pour k ^ 0,j ; 

- \uj\ n D Sj = {(Jj(0)} C dD Sj si j = 1, . . . , k et \aj \ n Z) Sj est un chemin 
radial de <7j(0) = Sj à o"j(l/2) G Cj si j = k + 1, . . . , n; 

- \aj\ HD S0 = {<Tj(l)} C dD S0 . 




FiG. 2. Numérotation des points singuliers et description des 
courbes auxiliaires. 

Considérons aussi le sous-ensemble de D défini par 

D°=D*\{J\a,\. 
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Fixons un point de base un point base Pq G D° et notons encore tto ■ 
T m (D*) -» D* la restriction au bloc de Milnor T m (D*), cf. (|5XT|) . de la 
fibration (pT0|) construite en (|3.ip . Soit S C 7r^ 1 (Po) un disque ouvert dont 

o 

le bord <9£ = S \ E est lisse par morceaux. La restriction Td° '■= ^ : \ 1t - 1 (d o ) 

du feuilletage T à 7r^ 1 (-D°) est triviale, car D° est simplement connexe. 
Plus précisément, il existe une constante C > telle que si |P(Q)| < C, 
la restriction de tïd à la feuille de Tb° passant par Q G iï~j^~(Po) est un 
difféomorphisme sur D°. Supposons que l'on a : 

\m\ F := max{|P(Q)|, Q G £} < C. 

Considérons la réunion Bs(D°) = Sat(S,7r^ (D°)) des feuilles de Td° qui 
intersectent S. Par relèvement des chemins dans les feuilles suivant 7Td, 
on construit un biholomorphisme <p° : D° x S — > By,(D°) C 7t^ 1 (Z) ) qui 
conjugue le feuilletage horizontal (i.e. dont les feuilles sont D° x {Q} avec 
Q G £) à .Fd° et qui vérifie : 

tt d (v°(P, Q)) = P et </(P , Q) = Q pour tout P G D° et Q G S. 

Comme le bord de D° est lisse par morceaux, il existe une uniformization 

^ o 

ïp° : O^^-D de l'intérieur de D° dans D qui s'étend continûment au bord. 

o 

Ainsi le biholomorphisme <j)° := ip° o x ids) :lxS-> Bj](D) s'étend 
continûment àçi:DxS-> T V (D*). Soit £>s(Z)*) l'image de et 

B S (P>*) = (B^{D*)^ 1 {D*))\D. 

Le type d'homotopie By,{D*) dépend de la taille et de la rugosité de S. 
En effet, pour P G D°, la fibre tt^P) n B S (D*) est l'image de S par 
l'application d'holonomie h a 

'■ ^d{Pq) -> ^^(P) du feuilletage le long d'un 
chemin a tracé dans D° joignant Pq à P. Par contre si P est un point d'une 
courbe \aj\, alors 7r^ 1 (P) n By,(D*) est égal à l'union /iq,(E) U fyg(S) où a et 
/? sont des chemins d'origine Po contenu dans D°, sauf leur extrémité qui est 
commune, égale à P et atteinte par des cotés différents de la courbe \aj\. A 
priori cette union pourrait ne pas être simplement connexe. Une conséquence 
directe de la proposition (|2.3.3p est 

Remarque 4.1.1. Suivant les notations de ([5]) et ([7]), il existe une constante 
C D > telle que pour tout P G D*, la fibre £ P := n^\P) nB s (P>*) vérifie 
les estimations suivantes : 

(13) e F (S P ) < {{e F (9S) + et \\E P \\ F < Cd||£|| f . 

On en déduit que si max{ep(£), ||£||p} est assez petit alors toutes les fibres 
Sp ont une rugosité finie et sont donc étoilées. Plus précisément, 

Lemme 4.1.2. Il existe une constante C > telle que si max{ep(S), ||S||p} < 
C , alors pour tout < r] < 771 assez petit £>s(L>*) se rétracte sur T*(D*). 
En particulier, l'inclusion T*(D*) C Bj](D*) induit un isomorphisme au 
niveau des groupes fondamentaux et ceux-ci qui admettent la présentation 
suivante : 

(14) (00, ... ,a n ,c | a • • • a n = c u , [a r ,c] = 1, r = 0, . . . , n) ~ Z*™ x Z, 
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où {oj}" =0 sont les relevés par une section de la fibration triviale tïd : 
Bs(D*) — > D* d'un système de générateurs géométriques de tti(D*) ; c 
est le générateur du groupe fondamental de la fibre générique qui s'iden- 
tifie à D* et —v est égal à l'auto-intersection (D,D). D'autre part, chaque 
composante connexe du bord de T*{D*) est contenue dans une composante 
connexe du bord de B^{D*). Cette inclusion induit un isomorphisme au 
niveau des groupes fondamentaux, ceux-ci admettant pour présentation : 
(aj,c\ [aj,c] = l), j = 0, ... ,n. 

Démonstration. Supposons C > assez petit pour que les fibres £p soient 
toutes étoilées. Pour définir la rétraction, il suffit d'intégrer un relèvement 
du champ radial d/dz par F : T m — ► B^ 1; qui est tangent aux fibres de 7T£>. 
Remarquons que par définition les lacets {g_j V dD Sj VaJ 1 }™ =0 forment un 
système de générateurs géométriques de ni(D*), où g_j = Uj si j = 0, . . . , k 
et g_j = (Xj\\i/2^\ si j = k + 1, . . . , n. Le seul point de la présentation (fTll) qui 
n'est pas évident est le fait que l'exposant v de c dans la relation ao • • • a n = 
c v soit soit égal à —(D,D). Ceci est facile a voir dans le cas v = 1 ; c' est 
une conséquence directe de la description de v) comme le quotient 

Opi(— 1)/Z l/ dans le cas général, voir aussi [H]. □ 

Notons que chaque composante connexe 

djBs(D m ) :=Be(Z>*)iW(0I> 8j ) 

du bord dBj](D*) = \Jj=o 9jBj](D*) est de type suspension si j = 1, . . . ,k 
et de type multi-suspension si j = 0, cf. (|5.1.ip . En effectuant le procédé 
du "rabotage" décrit dans (I5.2.5P on construit un sous-ensemble de type 
suspension 8qBd qui est 1-jF-connexe dans d^B^D*). 

Remarque 4.1.3. A l'étape suivante nous construisons un voisinage £?x(9Jtj)U 
(Wlj U D Sj ) C T ni (Wlj) de chaque branche morte Wlj, j = k + 1, . . . , n, ad- 
jacente à D tel que : 

(i) S S (S[%) est J"-saturé dans T^Tlj), 

(ii) le bord dBsfôlj) est contenu dans ir]J~{dD s . )nBz(D*) et est invariant 
par l'holonomie hj de dD s . C D, 

(in) Bsffilj) est maximal pour la inclusion parmi les sous-ensembles de 
7^* (Wlj ) qui vérifient les propriétés (i) et (ii) . 

Cela nous permet de définir : 

n 

Bv(D):=B s {D*)U \J Bs(S%) 
j=k+i 

et 

(15) B D := (Be(D) \ d Q B^{D)) U d B D , 

en choisissant le disque S de la manière suivante : 

- si D n'est pas la composante centrale de D, alors k > 1 et on numérote 
les singularités pour avoir ttd(V) C dD Sl ; on prend pour <7i(0) € dD Sl 
le "point de rupture" de la suspension V ; on choisit Pq sur dD Sl \ 
{<7i(0)} et on considère S := 7r I) 1 (Po) H V ; 
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- si D est la composante centrale de T>, on prend pour Pq un point quel- 
conque de D° et £ assez petit de rugosité nulle. 

k 

Il est clair que ôBd = [j V% est de type suspension et V\ = V dans le cas 

i=0 

où D n'est pas la composante centrale de V. Cela prouve les propriétés (3), 
(3') du théorème (|3.2.2p . Quant aux propriétés (4) et (4'), elles résultent 
immédiatement de la remarque (|4.1,ip . 

Etape 2 : construction et description de £>s(9}îj). Il est bien connu que 
Pholonomie hj de T le long du lacet dD s . C D est périodique. Notons pj la 
période positive minimale de hj. Il est aussi bien connu que T possède au 
voisinage de chaque branche morte 9Jlj, une intégrale première holomorphe 
fj, avec fj |£qi = 0. D'après la proposition (|2.3,3p et les propriétés © il 
existe une constante C" > telle que si max{eir(£), ||£||} < C" alors, pour 
chaque j = k + 1, . . . , n, l'ensemble 

£, := £ CT . (Q) n hj(x a . {0) ) n • • • n h p f l (>: a . {0) ) 

est un disque conforme, invariant par l'holonomie hj, dont le bord est de 
F-rugosité finie. Considérons Cd,o '■= min{C, C',C"} > et définissons 

^(^):=/ : T 1 (A*)\7r D 1 (D\^), 

où Aj est l'image du disque ouvert £j par une intégrale première holomorphe 
et primitive fj de T définie au voisinage de Wlj U D Sj = / J rl (0) \ (D \ D Sj ). 

Remarquons que T*(Wlj) est de la forme B^(Tlj) pour le feuilletage donné 
par dF et pour un disque £ tel que -F(£) = B^. 

Proposition 4.1.4. Si max{ei?(£), ||£||} < C" , alors £>x;(9Jlj) vérifie les 
propriétés suivantes : 

(a) dBvipKj) =Bx(Wl j )r)Tr D 1 (D*) = B Tl {Wl j )r\'K D 1 {dD Sj ) est une 3-variété 
à bord qui est un voisinage de dD Sj dans 7r^ 1 (9-D Sj . ) ; 

(b) il existe une carte holomorphe Tj = (xj,yj) : 7^ 1 (sj) — > B x B* telle 
que D Sj = T^dyj = 0}), Xj o ir D = Xj et la restriction à T m (sj) de 
la intégrale première holomorphe fj s'écrit sous la forme fj(xj,yj) = 
x< j j y P j~ ' > °^ ~1j/Pj ^ Q<o es t la fraction réduite de l'indice de Camacho- 
Sad du feuilletage T par rapport à D au point singulier Sj ; 

(c) il existe un C 1 -difféomorphisme &j : B E (£Dîj) — » B x B* ; S E (SDtj) : = 
B-£,($Jtj) \ T>, qui conjugue la restriction de T au feuilletage horizontal 
et qui envoie dB-E(Tïj) sur <9B x B*. En particulier, la restriction de T 
à dBz(pJtj) est un feuilletage en cercles dont chaque feuille est le bord 
d'une feuille de ^B^m ) ?' 

(d) les générateurs aj et c du groupe fondamental de la composante connexe 
de ôBy;(D*) qui se rétracte sur dBz(pJtj) s'identifient respectivement 
aux classes d'homotopie des lacets (positivement orientés) T^ 1 ({|xj| = 
£j, yj = Ej}) et T~ l ({xj = Ej, \yj\ = Ej}), avec Ej > assez petit. De 
plus, le groupe fondamental de £>s (9JL- ) admet la présentation suivante : 

(16) miB^Mj)) * (a 3 ,c | [aj,c] = 1, a p / = Z(a^c~^), 

où mj,rij G N, rij < pj, vérifient la relation rrijPj — njqj = 1. 
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(e) la restriction de nrj à dB^ipKj) se prolonge en une B* -fibration de Sei- 
fert '■ £>s(9ftj) — ► D s . de classe C 1 et transverse à T , avec exacte- 
ment une fibre exceptionnelle o-^,(sj), qui est de type (pj,nj). 

Remarque 4.1.5. La notion de B*-fibration Seifert que nous considérons 
ici est l'analogue à la définition classique de fibration Seifert en cercles. Plus 
précisément, une application différentiable a : V — ► S de une 4- variété à bord 
V sur une surface S est appelée D -fibration de Seifert si tout point P de 
S admet un voisinage U tel que la restriction de a à cr _1 ([/) est équivalente 
au modèle local a a ^ : D x D* -* 1 défini par cr a ^(x,y) = x a (y / \y\)~ b , pour 
certains entiers < b < a premiers entre eux. Remarquons que la restriction 
de a à B x dD (i.e. à \y\ = 1) est une S 1 -fibrations de Seifert au sens classique, 
cf. [H]. On dit que la fibre correspondant à {x = 0} est exceptionnelle 
de type (a, b). Toutes les autres fibres de <r -1 (t/) admettent des voisinages 
tubulaires modelés par cr^o, c'est à dire sur lesquels a est une B -fibration 
localement triviale. Comme dans le cas classique, pour toute B*-fibration 
Seifert a : V — > S il existe un revêtement ramifié p : S — > S tel que le pull- 
back a := p*o~ de V := p*V en S est une B -fibration localement triviale. 
En effet, il suffit de considérer le modèle local a a j> et le revêtement ramifié 
p a ■ B — > B donné par p a {x) = x a . 

Preuve de la proposition {J^.l.J^ . Les assertions (a) et (b) sont évidentes à 
partir de la définition de B~s(pJlj). Pour montrer (c), remarquons d'abord 
que si D' C Wlj est la composante extrémale de valence 1, alors il existe 
un C 1 -difféomorphisme &z(pJlj) D T m (D')-^D x B* qui conjugue T au 
feuilletage horizontal. Si D' C est une composante de valence 2 ayant 
pour singularités du feuilletage s', s" G D' alors D'*:=D' \ [D' s , U D' s „) est 
une couronne et possède un champ de vecteurs réel dont chaque orbite relie 
un des cercles de son bord dD' s , à l'autre dD' s „. En intégrant le relevé de ce 
champ aux feuilles de T via ttd' on obtient des C 1 -difféomorphismes 

BsiWtj) n T m {D') ^ (Be(2%) n p D ){dD' s ,)) x [0, 1] 

(B s p 3 )n^(^„))x[o,i]. 

D'autre part, pour toute singularité s du feuilletage située sur %Jlj, nécessai- 
rement point d'intersection de deux composantes D' et D" de £ , la restriction 
de T est décrite par l'exemple l.C) de la section [231 On obtient donc des 
difféomorphismes 

BviM^nT^s) ^ (s s (2Jl 3 )n^(^))x[0,l] 

(B E (a%)npBi(aDi'))x[o,i]. 

Il est clair que les feuilles de ^|s s (ajt.) sont obtenues en collant bord à bord 
un disque avec une succession des couronnes. En fait les difféomorphismes 
précédents se recollent pour donner un C 1 -difféomorphisme global 

satisfaisant les propriétés requises. Nous laissons les détails de cette construc- 
tion au lecteur. 
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La description des générateurs aj et c dans l'assertion (d) est évidente 
d'après le lemme f|4. 1.2[) . D'autre part, il est clair que la restriction de fj à 
Bj](9ïtj) est une fibration localement triviale en disques (car elle est homo- 
tope à pr 2 o3>j). On déduit de la suite exacte d'homotopie que 7 1— ► ^ / 7 y* 1 
induit un isomorphisme entre 7ri(2?£(5Dîj)) et Z. D'après la description locale 
des générateurs Oj et c, on a : ^ J . jf = Qj et ^ J c jf = Pj- D'où af = 

dans 7ri(Ss(9Jlj)) = Z et ce groupe admet a™ 3 c~ nj comme générateur dès 
que rrijPj — rijqj = 1. 

Pour prouver l'assertion (e) considérons l'application <pj : S 1 x D* -> S 1 x 
B* donnée par (t>j(e m , ré 02 ) = (e i ( m i d ^ d2 \r^e i ^ 6l+ ^ 62 A, où S 1 = <9B. 
C'est un difféomorphisme dont l'inverse est : 

(f)j 1 (e i61 ,re i62 ) = ^ e i ( pjei ~ njd2 \r~^ e i (~ qjei+mje ' 2 ' ) 

La restriction de «Êj à dB-z(?Slj) coïncide avec <f>j otj : dB-z{ïïftj) — > S 1 x D*. 
L'application Çj := Xj o tt_d o «ï^ 1 : S 1 x B* — > S 1 , qui s'écrit aussi sous la 
forme Çj(e tdl , re 1 ® 2 ) = e 1 ^ 61 " 71 ^ 2 ' , admet un prolongement ç- : B x B* x B 
obtenu en posant ç-(x,re ie2 ) := x p e~ md2 = a P)n (x,y), y = re 102 G B (1). 
Celui-ci satisfait visiblement les propriétés suivantes : 

(a) la restriction de ç. à chaque feuille B x {re 102 } du feuilletage horizon- 
tal TL est un revêtement ramifié avec l'origine comme unique point 
de ramification (non-triviale, sauf si pj = 1), 

(b) chaque fibre de ç -, y compris la fibre exceptionnelle (0), est une 
courbe lisse C°° transverse à chaque feuille de TL. 

Posons ogjtj := £j &j- Pour achever la preuve il suffit de voir que pj 7^ 1. 
Visiblement pj est la période de l'application d'holonomie hj du feuilletage 
J- le long du lacet dD s . Or on sait que Pholonomie au point de branchement 
d'une branche morte n'est jamais l'identité, cf. [TT] lemme (6.2.5). □ 

Etape 3 : réduction de la preuve du théorème (13.2.2p . Les asser- 
tions (3), (3'), (4), (4') ont été prouvées en (14.1.3p . Montrons l'assertion (1). 
D'après la présentation (TÎ6|) . si max{e^(S), ||S||} < C" et si < rj < rji est 
assez petit, alors les inclusions T*(JMj) C Be(0%) et dT*(Wlj) C dB^Tlj) 
induisent des isomorphismes à niveau des groupes fondamentaux. Remar- 
quons aussi que l'on a : dT*(ÏÏSij) = T*(Wlj) n T*(D*) et dBzQBtj) = 
Bs(dJlj) n B%(D*). Ainsi l'assertion (1) de (|3.2.2p découle de la remarque 
(I2T211 et du lemme (jjXZP . 

Pour achever la preuve du théorème (|3.2.2f) il ne reste plus qu'à prouver 
l'assertion (2) de jF-adaptabilité du bloc Bd, i-e. 

(i) le bord ôBd est incompressible, 

(ii) T est transverse â dBn, 

(iii) chaque feuille de F\b d est incompressible dans Bd, 

(iv) dB D ^B D . 
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En appliquant le théorème de Seifert-Van Kampen et en utilisant les présentations 
(fï4"|) et (fTïï|) on obtient la présentation explicite suivante du groupe fonda- 
mental 7Ti (£>£>) : 

(17) (a , . . . , an, c a ---a n = c u , [a r , c] = 1, a^ 3 = c gj , 

r = 0, . . . , n, j = k + 1 , . . . , n 

Visiblement le groupe fondamental TTi(Vj) = (a,j,c \ [a,j,c] = 1} de chaque 
composante connexe Vj du bord de Bd, J ' = 0, . . . , k, s'injecte dans ni(Bo) ; 
D'où (i). La propriété (ii) est évidente par construction. Nous allons voir 
maintenant que l'assertion (iii) est une conséquence de (iv). 

Soit L une feuille de T\s D - Comme par construction de Bu, L intersecte 
<9£\D, on peut considérer un point p € L n dBp- Soit s la singularité de D 
associée à la composante d p Bo de ôBd qui contient le point p. On distingue 
deux cas : 

- si X s € Q<o et s est linéarisable, alors la description finale de l'exemple 
l.C. implique que L n ô p Bd est incompressible dans d p Bo ', 

- sinon, ou bien X s £ Q<o auquel cas s est linéarisable d'après les hy- 
pothèses du théorème principal, ou bien s est une singularité résonante. 
Dans les deux cas, L n d p Br> = M. est simplement connexe, donc incom- 
pressible dans d p Br>. 

En combinant l'incompressibilité de L n d p Bu dans d p Bo avec l'assertion 

(iv) et la transitivité de la relation S-> on obtient les relations 

{p}^d p B D ^B D , 
c'est à dire l'incompressibilité de L dans Bd. 

Effectuons une dernière réduction du problème en utilisant la relation 
doBD c ^doB-£(D) : par transitivité, la propriété (iv) est impliquée par la 
proposition suivante : 

Proposition 4.1.6. Le bord de Bj](D) est \-T-connexe dans B^{D), i.e. 

dB^{D)^B^{D) . 

Finalement, pour achever la preuve du théorème (|3.2.2|) il suffit de prouver 
(|4.1.6|) . Le reste de ce chapitre est consacré à cette démonstration, mais il 
nous faut préalablement introduire quelques constructions auxiliaires. 

4.2. Constructions et descriptions auxiliaires. Considérons l'applica- 
tion l'application 

a : B* := B S (D) — ► D s 

qui est égale à a%n. en restriction à chaque voisinage £>e(9JI, ), j = k+1, . . . , n 
et à 7T£> ailleurs. Elle satisfait toutes les conditions des fibrations de Seifert, 
sauf peut-être la locale trivialité aux points de recollement, c'est à dire aux 
points de H := (dD* U L)f=i \ a j\)- En fait, comme chaque fibre de ao est 
étoilée, a est une pseudo-fibration (de Seifert) singulière dans H dans le sens 
suivant : 
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Définition 4.2.1. Nous dirons qu'une submersion surjective entre deux 
variétés différentiables n : E — > B est une pseudo-fibration (de Seif- 
fert) singulière dans S C B, s'il existe E' C E tel que la restriction 
7T|£y : E' — > B est une fibration de Seiffert dont aucune fibre singulière 
n'est contenues dans S, s'il existe une rétraction par déformation de E sur 
E' donnée par une homotopie qui commute avec n et si de plus E' et E 
coïncident au dessus du complémentaire d'un voisinage ouvert de S dans B, 
que l'on peut choisir arbitrairement petit. 

A. Revêtement ramifié adapté à la pseudo-fibration. Nous allons 
définir un revêtement ramifié qui trivialisera a au voisinage de la fibre sin- 
gulière. Il est bien connu que la base D" de a admet une structure d'or- 
bifold ayant comme points de ramification s^-i-i, . . . , s n d'ordres respectifs 
Pk+i, ■ ■ ■ ,p n - D'où Pisomorphisme 

n 

Tr? h (Dt) = (a ,...,a n \Y[ ai = l, a p / = 1, j = k + 1, . . . , n) *é tti (£>*)/£, 

n 

où K, est le sous-groupe normal de tï\{D*) = (ao, . . . , a n \ Yl = 1) engendré 

i=0 

par les éléments a^ 3 , j = . . . , n. Soit p* : D* — > D* le revêtement associé 

à K,. Il existe une extension p : D — ► D" de /j* qui est un revêtement ramifié 
d'ordre au dessus de Sj, pour j = k + 1, . . . ,n. Remarquons que D est 
simplement connexe car p* déroule tous les lacets de D* sauf les lacets a^ J 

et par construction ces derniers bordent des disques dans D. Considérons le 
pull-back B := D X( Pi0 -) £>" de la pseudo-fibration de Seifert par p : D — > D^, 
défini par le diagramme cartésien : 

B — B* 
D — D" 

Visiblement d : B ^ D n'a pas de fibres singulière. On verra dans le pa- 
ragraphe suivant que D est contractile et que par conséquence a est une 
pseudo-fibration triviale, dans un sens clair. 

B. Graphe adapté au revêtement ramifié précédent. Afin d'unifier 
les notations nous écrirons 

P = f\ & et f = p*P . 

Soient Pq € D° et Pj G \<Tj\ D D*, j = l,...,k. On notera aussi Pj = Sj 
si j = k + 1, . . . , n. Considérons des chemins réguliers simples (analytiques) 
Tj : [0, 1] — y D^, j = —k, . . . , —1, 1, . . . , n tels que, si on désigne par ]tj[ 
l'image de tj privée de ses extrémités, les propriétés suivantes sont satifaites : 

- Tj (0) = P et Tj (l) = Pj ; 

- ]r,[c D° ; 

- ]r j [n]r £ [=0sij +1- 

- ind Sj (t£ ■ tZ\) = Sjt si 1 < j, t < k. 
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FlG. 3. Le revêtement ramifié p : D — ► £)", pour A; = 0, 
n = 2, pi = 2, p2 = 3. Les graphes G et Ç sont en pointillé. 

Considérons la structure de graphe combinatoire G définie sur l'ensemble 

n 

101 = U \Tj\ 
j = ~k 

en décrétant que ses sommets sont les points Po, P\ , . . . , P n et ses arêtes les 
courbes \rj\. Nous laissons au lecteur le soin de prouver le lemme suivant, à 
l'aide d' un champ de vecteur approprié par exemple. 

Lemme 4.2.2. Il existe une rétraction par déformation q : D$ — > \Ç\ telle 
que q(\(7j\) = {Pj}, j = l,...,n et telle que la restriction de q à chaque 
composante connexe de 

dD* \ {ai (O),...,^),^^),...,^!)} 

est injective. 

Relevons cette rétraction par p, c'est à dire considérons l'unique rétraction 
par déformation q : D — > \Ç\ := p~ 1 (\G\) qui vérifie la relation de commuta- 
tion p o q = q o p. Il existe un unique graphe combinatoire G dont \G\ est la 
représentation géométrique et telle que p est la représentation géométrique 
d'un revêtement de graphes G — » G- Comme D est simplement connexe, G 
est un arbre et D est contractile. 
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C. Description des feuilles de T '. Appelons plaque de D l'adhérence 
dans D de toute composante connexe de l'image réciproque 

Appelons partie sécable d'une plaque Ai de D toute composante connexe 
de l'ouvert 

p- 1 ( Û D sA riM. 
\j=k+i j 

Appelons sous-plaque de la plaque Ai, toute différence N := Ai \ S, ou 
<S est une union non- vide de parties sécables de Ai . La plaque Ai D M sera 
dite plaque associée à la sous-plaque M et sera notée Af c . Remarquons 
que l'on a : 

(18) q{M) = q{M c ) , q-HRN)) = M* et Af c (1 dD = AT D dD . 

Appelons maintenant plaque d'une feuille L de J-, toute composante 
connexe Ai' de l'image réciproque par â d'une plaque Ai C D. 

Lemme 4.2.3. La restriction de â à une plaque de L est injective et son 
image est une plaque ou bien une sous-plaque de D. 

Démonstration. L'holonomie autour du point d'attache d'une branche morte 
n'est jamais l'identité, i.e. pj > 1 pour tout j = k + 1, . . . , n, cf. [TT]. □ 

Si l'image par â d'une plaque Ai' de L est une sous-plaque, nous dirons que 
Ai' est une petite plaque. 

Considérons une composante connexe r de L n (p o â)~ l (dD Sj ), j = k + 
1, . . . , n. Une et une seule des deux éventualités suivante est réalisée : 

o 

(1) r est un cercle ; alors T C L borde un disque dans L et la restriction 
de â à r est injective, 

(2) T est un segment ; alors T est contenu dans dL, il existe des petites 
plaques Af%, ■ ■ -Af r , r < Pj, deux à deux distinctes telles que : T = 

r\ u • • • u r r , Tj c dAfj, u(Tj n r j+1 = i), r fc n = si \k - 1\ / 1, 

et la restriction de â à Uj=i-^} es t injective. 
Dans l'evenualité ([2]), nous appellerons pièce associée à T l'ensemble 



Remarquons que V(T) est un secteur du disque p~ 1 (D Sj ) pour un j G {k + 
1, . . . ,n} approprié. Il est ainsi clair que cf(r) (qui est homéomorphe à T), 
est un rétracte par déformation de P(T). 

Notons (r Q ,) a€ 2[ la collection des composantes T du type ([2]). Nous appe- 
lons complété de la feuille L et le quotient 

L c := (ÎU [J P(T„))/« 
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où U est le symbole de l'union disjointe et « est la relation d'équivalence 
suivante : 

(a) Si a G L et b G V(F a ), alors a « b ssi a G T Q et b = p(a) 

(b) a G 'PITq.) est équivalent à b G V{Tp) ssi a = /? et a = b. 

Remarque 4.2.4. L se plonge proprement sur un fermé de L c qui est un 
rétract par déformation de L c . Considérons donc désormais L comme un 
sous-ensemble de L c . La restriction a~ de l'application g à L se prolonge 

à L c en une application, notée aZ-, dont l'image est l'union des plaques de 

D qui intersectent p(L). Ce prolongement est un difféomorphisme local : 
plus précisément, sa restriction à chaque composante connexe de l'image 
réciproque (â^)~ 1 (A4) d'une plaque A4 de D est un difféomorphisme sur 

L 

A4. En effet, avec les notations de l'éventualité ([2]), on voit que la restriction 
de <j~ à V(T) U \J^ =1 Mj est un difféomorphisme sur l'union des plaques 

Nous appellerons plaque de L c toute composante connexe de (â£-)~ 1 (A4), 
où M. est une plaque de D. 




FiG. 4. La feuille L et la feuille complétée L c vues comme 
réunion de plaques. Image symbolique de B*. 

Lemme 4.2.5. a|- : L c —* D est injective et L c ainsi que L sont contractiles. 

Sous-Lemme 4.2.6. Soit h : Q — » A un morphisme localement injectif 
d'un graphe connexe G dans un arbre A, i.e. la restriction de h à V étoile 
star(s) de chaque sommet s de Q est injective. Alors G est un arbre et h est 
injective. 

Preuve. En considérant une exhaustion de A par des parties connexes finies, 
on peut supposer que A est un arbre fini. On raisonne alors par récurrence 
sur le nombre de sommets de A. Si A n'a qu'un seul sommet alors Q aussi. 
Ainsi G est un arbre et h est injectif. Sinon, il existe un sommet d'extrémité 
s' de A. Comme h est localement injectif, tout s G h~ 1 (s') est un sommet 
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d'extrémité de G- Si on enlève les sommets d'extrémités et leurs arêtes ad- 
jacentes aux graphes A et G, on obtient un nouveau morphisme localement 
injectif h' : G' — > A', où A' est un arbre avec un sommet de moins que A et 
G' est toujours connexe. □ 



Preuve du lemme {^.2.5 ). Soit |£/-?|la pré-image par de \G\- Comme <x 



....... L 11 — - L 

est un difféomorphisme local, cf. (|4.2.3j) . il existe un graphe combinatoire 

G? dont \Qc-l est la représentation géométrique et un morphisme localement 

injectif h : Q~ — ► G dont la représentation géométrique \h\ est égale à la 

restriction de <r£. à \Ç^\. Or est l'image par la rétraction q de la feuille 

complétée L c qui elle, est connexe. On en déduit que G? est un graphe 

connexe. D'autre part, on a déjà remarqué que G est un arbre. Le sous- 
lemme (14.2.61) implique que h est injectif et que G^ est un arbre. Ainsi 

L c , qui se rétracte sur \Q\, est contractile et \h\ est injectif. En utilisant de 
nouveau ([4.2.3p . l'injectivité locale de aS- donne l'injectivité de D'autre 

part la contractibilité de L résulte directement de celle de L c , ce qui achève 
la démonstration. □ 

Lemme 4.2.7. La restriction de la rétraction q à toute composante connexe 
H de dD est injective et H = M. 

Preuve. Il découle du lemme (I4.2.2P que la restriction de q à l'intersection de 
H et d'une plaque de D est injective. Ainsi il existe un graphe combinatoire 
H dont H est la représentation géométrique et un morphisme localement 
injectif qu : Ti —* G dont q est la représentation géométrique. Le sous- 
lemme ([4.2.6|) implique que qu est injectif et TL est un arbre. L'injectivité 
de q en découle. En fait H est une copie de M car H, étant une composante 
du bord de la 2- variété D, est une 1- variété lisse. □ 

Lemme 4.2.8. Le bord de B est 0-J- '-connexe dans B, i.e. oB^B. 

Preuve. Considérons un chemin â : [0, 1] — > dB dont les extrémités sont dans 
une feuille L de T et montrons qu'il existe un chemin c : [0, 1] — > dB (IL de 
mêmes extrémités que S. Par définition, l'image de \a\ par a est contenue 
dans une seule composante connexe de dD. Celle-ci étant une de copie de 
M d'après ([4.2.7p . considérons le chemin géodésique c joignant dans dD les 
extrémités de a o a. Le lemme (|4.2.7|) implique aussi que qoc est un chemin 
géodésique de \G\. Ce chemin joint deux points de g o a(L). Cet ensemble 
est connexe et, comme â(L) est une union de plaques ou de sous- plaques, 
il est d'après ([THP la représentation géométrique d'un sous-arbre de G- Ainsi 
\q o c\ est nécessairement contenu dans qod(L). Toujours d'après (fT8|) on 
a : Ç~ 1 (g(â(L))) n dD = g{L) n dD, cette égalité étant vraie pour toute 
union de plaques et de sous-plaques. Il vient l'inclusion : c C cr(L). D'après 
le lemme ([4.2.5P , c se relève dans L en un chemin c de mêmes extrémités 
que a. □ 
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4.3. Preuve de la proposition (14.1.6p . Pour montrer la l-J-^-connexité 
feuilletée de dB^ dans B^ fixons une feuille 1} de 3$ et considérons deux 
chemins de mêmes extrémités 

a : [0, 1] -> dB^ et b : [0, 1] L tt , 

qui sont homotopes dans Dans L" on peut homotoper b à un che- 
min, qu'on continuera à noter 6, ne passant pas par les disques conformes 
a-iÇDs.) nL*, j = k + l, . . . ,n, 

\a\,\b\ C B* = B* \ (J a-\D S] ). 

j=k+i 

Comme la restriction p,g r : B* := p~ 1 (B*) — > i3* est un revêtement, il existe 

des prélèvements a : [0, 1] — » 9£> et 6 : [0, 1] — > L de a et 6, de même origine. 
Le lacet b -1 Va = p(6 _1 Vâ) est homotope dans £?" à un lacet constant et 
sont image par a est contenue dans l'ensemble D*, cf. ()12|) . D'après (I4.1.2P 
et (|17h on a les isomorphismes 

7ri(fî*)/(c) = < rb (D tt ) = m(D*)/]C . 
On dispose donc du diagramme commutatif 

7Tl(B*) ► 7Ti(B«) 

I I 
tti(D*) > m(D*)/lC 

dont les flèches horizontales sont le morphisme induit par l'inclusion i3* C £>^ 
et le morphisme de passage au quotient, les flèches verticales étant induites 
par a. On voit ainsi que la classe d'homotopie de cr(6~ 1 Va) appartient à 
KL et donc a o ô et ér o b possèdent les mêmes extrémités. Par construction 
(pull-back) la restriction de p à toute fibre de a est injective. Il en résulte 
que a et b ont mêmes extrémités. 

Il suffit maintenant d'appliquer le lemme H.2.81 pour trouver un chemin c 
tracé dans LPidB de mêmes extrémités que S et b. En effet, comme d'après 
le lemme (|4.2.5p L est contractile, les chemins c et b sont homotopes dans 
L. Leurs images c := po c et b par p sont homotopes dans L. Ceci permet 
de conclure, car l'existence d'une homotopie dans dB^ reliant c à a, résulte 
de l'incompressibilité de <9£>" dans B\ déjà démontrée à l'étape 3. 



5. Blocs feuilletés adaptables attachés à une singularité 

Dans les exemples (|2.2p nous avons donné des manières de construire des 
blocs feuilletés adaptables en un point s où le feuilletage est linéarisable. 
Considérons maintenant le cas où J- n'est pas linéarisable en s. D'après les 
hypothèses du théorème principal, J- est un col résonnant. Pour simplifier 
l'écriture nous notons x := x s et y := y s les coordonnées définies en f|3. 1 1) et 
nous identifions le sous-ensemble < 1, \y\ < 1} au polydisque D x D de 
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C 2 , où B désigne le disque unité 0(1) := {\z\ < 1} de C. Sur ce polydisque 
T est défini par un champ de vecteur X qui s'écrit : 

X = x^ y (\ + xyA(x,y)) |-, A = — G Q >0 , (p ,<7o) = l- 

dx dy q 

Nous allons d'abord donner la construction de voisinages des axes {xy = 0} 
de type "collier feuilletés". Ensuite, au paragraphe suivant, nous montrerons 
le théorème (j3.2.2f) d'existence de blocs adaptés pour a = s, en admettant 
la proposition (15.1,3p . Enfin les paragraphes (|5.2p - (l5.2l) seront consacrés à 
la preuve de cette proposition. 

5.1. Construction de colliers et réduction de la preuve de (13.2.2p . 

Pour t G M.i, le flot (fif de X laisse invariant les cylindres = c}, c G M>o. 
De plus le difiéomorphisme (pî-fm laisse invariant chaque germe de droite 
({x} x C, (x,0)) et, en restriction à ces droites, il est égal au germe d'holo- 
nomie de T le long du lacet 9 <— » e tB x , 9 G [0, 2tt]. Fixons < £3 < 1 tel que 
4>ui x i v) appartient à B x B pour tout (x, y) G B x B(e 3 ) et \t\ < 2ir. 

Dans tout le texte nous notons : 
(19) C:=dBx{0}, l ei)9 » ■= {(e i6 ,0) \ 9' < 9 < 6"} C C, 

C' := {0} x dB, ï e , }6 n := {(0, é e ) \9' <9< 9"} C C . 
Soit A C {e ido } x B(e 3 ) et 9 < 9 1 < 9 + 2vr. L'ensemble : 

U A := {<t>it{m) | m G A, < t < 6 X - 9 } C Ie o>01 x B, 

est appelé jF-suspension de A au dessus de Ie fi 1 (suivant la projec- 
tion (x, y) i— > x). 

Définition 5.1.1. Nous dirons qu'un ensemble U C <9B x B est une T- 
multi- suspension de longueur r au dessus de 1q q q t , 9 r < 9q + 2tï, s'il 
est égal à une union Uj=o Uj de F -suspension Uj au dessus de 2g.^ J+1 , avec 
9o < 9\ < • • • < 9 r 

Il est clair qu'une multi-suspension au dessus de Ie ,e r est un un voisinage 
de Ie ,e r dans 1q q ^q 1 x B, lorsque A est un disque conforme ouvert contenant 
(e îe °,0). D'autre part, pour e 3 < assez petit, nous définissons de la même 
manière la notion de ^-suspension ou de ^"-multi-suspension au des- 
sus de 2' do q suivant la projection (x, y) i— » y, d'un sous-ensemble A' de 
B(4). 

Considérons maintenant le champ 

Y = x ( — + xyA(x, y)] | y|- . 

\q J dx dy 

Pour les temps t réel son flot (f)J laisse invariant les hyperplans réels {arg y = 
c}, c G [0, 27r[. On sait, cf. [ja] page 149, que si £4 > est assez petit, il existe 
une (unique) fonction analytique r : B(e4)* x dD — ► M, telle que pour 
< \x\ < £4 et pour < 9 < 2tt on a : 

(i) (j)J{x,e id ) G B* x B* pour tout t G]0, t(x, e i0 )[ , 
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(ii) 0^ eW) (x,e id )edOxB*, 

(iii) la distance entre 4%r x e ie\(x, e ld ) et C tend uniformément vers 
lorsque x tend vers 0. 

Fixons désormais £4 > tel que ces propriétés soient vérifiées. Donnons 
nous aussi est un disque conforme fermé A C {e t6 °} x B(£3) de bord un lacet 
simple a. 1. p. m. d'indice 1 autour de l'origine. Supposons que la taille ||A|L 
définie en ([7]) est suffisamment petite pour que la suspension U A de A au 
dessus du cercle C soit contenue dans l'image de l'application suivante : 

$ : B(e 4 ) * x ÔB — » ÔO x B* , é e ) := ^^(x, e W ) . 

Définition 5.1.2. Le plongement ^ s'appellera application passage du 
col dans le sens x y et l'ensemble : 

Col(A) := {4>J(m) / m G B(e 4 )* x <9B, *(m) G U A , < * < r(m)} , 

sera appelé ^-collier de gabarit A . 

Il est clair que Col(A) U Z est un voisinage fermé de Z := {xy = 0} D K dans 
le polydisque fermé I := D x B. L'intersection Col(A) n ÔK est constitué 
exactement des deux composantes connexes suivantes : 

Ul :=U A -C et VI := *-\U A ). 

Visiblement on a : 

(20) Va:=V£ = V£U C 

et cet ensemble est un voisinage de C dans ©(£4) x BD. L'appellation "col- 
lier" est justifiée par le fait que l'application de rectification 

(21) R A :U* A x [0, 1] — ► Col(A), R A (m,t) := <^. r0 *-i (m) (m) , 

est un difféomorphisme analytique réel qui conjugue le feuilletage produit 
T\\j* x [0, 1] au feuilletage T\c i{ùs.)- Visiblement R A est égale à l'identité en 
restriction à U A x {0} et égale à en restriction à U A x {1}. Ainsi l'on 
a trivialement les relations de connexité feuilletée : 

(22) U A <^Col(A) et V A CoZ(A). 

Proposition 5.1.3. // existe des constantes cq, c > et une fonction D : 
M>o — > K>o, lim r ,^of( r ) = 0, £e//es çmê, si ||A||,y et e y (dA) sont tous < cq, 
alors il existe un compact A' C B x {1} vérifiant les assertions suivantes : 

(1) le bord de A' est un lacet simple analytique lisse par morceaux, d'in- 
dice 1 par rapport à l'origine, 

(2) la suspension U' A , de A 1 au dessus de C suivant la projection (x, y) 1— > 
y, est contenue dans V A , 

(3) U A , := (U' A , — C) est \-T '-connexe dans V A , 

U) e x .(A') < {e y {A)+V(\\A\\ x )} et\\A'\\ x < c\\A\\ x x . 

Preuve du théorème 113.2.2]) dans le cas a = s G Sing^). Soit e > 0. Trai- 
tons d'abord le cas où T est linéarisable en s. Considérons les blocs B a ou 

Br,, 

KjT que nous avons construit aux exemples (|2.2p . Dans le cas A choisissons 

(23) Si = {x = x , \y\ < ei} et S 2 = {y = Vo, \x\ < e 2 } 
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avec ei < C/I^ol et e<i < C/\yo\- Ces blocs satisfont les assertions (1), (2) 
et (3) du théorème (|3.2.2p . Dans les trois cas A, B et C, leurs bords sont 
des suspension d'ensembles Ej du type (f23|) ci-dessus. Pour prouver l'asser- 
tion (4) il suffit de voir que la F-rugosité et la taille des Ej tend vers 
lorsque C tend vers 0. Cela découle de la proposition (|2.3.3p avec g = F, 
car e 2y (Ei) = e x (E2) = 0. Remarquons aussi que les deux bords peuvent 
être construits de manière complètement indépendante ; ceci rend trivial la 
preuve des assertions (3') et (4'). 

Examinons maintenant le cas où J- est résonnant non-linéarisable en s. 
Appliquons la proposition (I5.1.3P en choisissant E de F-rugosité nulle. On 
obtient un bloc ^-adaptable en posant B a := Col(T,)UU^UU'^i. L'assertion 
(1) du théorème (I3.2.2P résulte directement de la construction. Les proposi- 
tion (I2.3.3P et (|2.3.4p permettent de traduire les inégalités (4) de (|5.1.3p en 
terme de -F-rugosité. Il vient : 

e F (E') < K^Wf, ||E'|| <K 2 ||S||£, 

pour des constantes K±, Ki appropriées. Ainsi, avec les notation du théorème 
(EH^ . e F (U£) = et e F {U%,), \\U£\\ F , \\U'^,\\ F tendent encore vers 
pour |[E||i? — > ; ce qui prouve l'assertion (4). Les assertions (3') et (4') sont 
encore une retranscription de la proposition (|5.1.3I) . en posant V\ = V := U£. 
Nous en laissons les détails au lecteur. □ 

5.2. Description de Va et du procédé de rabotage. Notons 

h ■= <f>L |lxO(e 3 ) : {!> x B (^3) -^{1}xC 

l'application d'holonomie de T le long de dO x {0}. Si la rugosité de dA est 
assez petite, les compacts A et h(A) sont étoilés. Ils sont distincts car h ne 
possède pas de domaine invariant. La "différence symétrique" 

A A h{A) := (A - h(A)) U (h(A) - A) 

est une union de "lunules" délimitées par des courbes simples. Plus précisément 
nous avons une subdivision de [6*o,#o + 2-ir] : 

(24) 6 <éq < ••• <6 q = 9 + 27T, q>l, 
et des courbes simples a.l.p.m. à valeur dans dA U h(dA), 

7 #)=p#)e* e , j j (e)=p j (e)e id , 0<p J (e)<p J (6), 9Glj :=[^-i,%], 
avec j = 1, . . . , q, vérifiant : 

(25) 7 #i-l) = 7#J-i) = 7i-l(%) = ïj-lidj) , j = 1, • • • , q , 

li(0o)=ïi(Ôo)=^ q (0 q )=%(0 q )., 
et telles que A A h(A) est l'union des lunules : 

(26) £ j = {re ie /Oelj, Pj (0) <r <pj(0)}, j = l,...,q. 

Eventuellement Cj peut être réduit à l'image Im(7j) de jj, si jj = 7j, et 
rieur de Cj 

°C j: ={re w /0elj, P] {9)<r<p ] {e)} 



dans ce cas l'intérieur de L 3 
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est vide. Quitte à modifier la subdivision , nous supposons qu'il existe un 
sous-ensemble d'indice & tel que : 

o 

£fc 7^ pour k G Â et 7j = Jj pour k ^ Â 

Le bord de A est une concaténation /ii V • • • V fj, q avec : fij = jj ou bien 
Hj = 7j. Il en est de même du bord de h(A). Comme l'holonomie ne possède 
pas de domaine invariant, on ne peut pas avoir jj = jj pour tout j et il 
existe des lunules d'intérieur non-vide. 

L'holonomie h vérifie aussi h(A) <f_ A et A <f_ h(A). Il en résulte 

#£>2. 

Nous pouvons décomposer le bord de Ua en l'union disjointe 

dU A = CU d sat U A 

avec C := Ufceiî^fc e ^ d sat U A désignant l'ouvert de 8Ua constitué des points 
m satisfaisant la propriété de saturation suivante : 

(★) // existe un voisinage W m de m et e m > tel que (\>f t [m') G 3Ua 
pour tout m' G W m n ôUa et tout \t\ < e m . 

Nous dirons que m est un point de saturation générique de Ua pour 

J r \U A - Visiblement on a : 

ÔC = d(d^ÏÏZ) = |J (Im( 7fc ) U Im(7 fe )) , 
Remarquons que les lunules dégénérées épointées de leurs extrémités 

c r .= { lj (d)\d^ 1 <e<e 3 }, 

sont contenues dans <9 sat t7A- D'autre part les points m de 

C := (J ^ 

je& 

sont caractérisés par la propriété suivante : 

(**) L 'une des assertions suivantes est satisfaite pour t > assez petit : 

(a) <fâ(m) G Ua et ^ it (m) g* Ù A , 

(b) (t> x it {m) G U a et <t,f t (m) G* Ù A - 

Nous dirons que m est un point de non-saturation générique de Ua- 

o 

Remarque 5.2.1. Il est clair que pour chaque Cj, j G une seule des 
deux éventualités (a) ou (b) est réalisée en tout point. 

Le difféomorphisme IR-analytique ^f -1 définie en (|5.1.2p conjugue les res- 
trictions de T à D(e 4 ) * x <9B et à <9B x B *. Ainsi il vérifie 

^~\dU A ) = dV A et ^(d^UA) = d sat VA , 

où d sat VA est défini par la propriété de saturation analogue à la propriété 
(*) mais relativement au champ y et à l'ensemble ôVa ■ Comme ^ laisse in- 
variant les hyperplans {argy = c}, c G M>o, les restriction de induisent 
des difféomorphismes 

U*a n (dB x {argy G I k }) V£ n T(I k ) , 
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où r(J fe ) désigne le "3-tube" T{I k ) := D(e 4 ) * x {e ie / 9 G I k }. Ainsi 
chaque image réciproque 9 (C^), fc S est contenue dans T(Jfe). On 
a la décomposition : 

<9Va = £ U d sat V" A , avec £' := |J 4 , £' fe := ¥ _1 (£ fc ) . 

o o 

De même les points intérieurs de C = \I ,_1 (jC) sont caractérisés par l'ana- 
logue pour Y et d V A de la propriété (**). 

Pour tout sous-ensemble O de C x dD , ou de <9D x C , pour I C R, et 
pour 8 G M, nous adoptons maintenant les notations suivantes : 

(27) :=Qn {arg y G /} , 0(0) :=lîn {arg y = 0} . 

Fixons 1 < k < q et considérons maintenant les restrictions de J- aux 
ensembles VÂ(ife)- Visiblement on a : 

(d(V A (I k )))Ch) = (dV A )(I k ) = (v-\dU A j)(îk) = * _1 ((ôï7a)(/*)) 

Supposons d'abord fc £ £. On a l'égalité (dU A )(°h) = {d sat U A ){I k ). 
Comme ^ préserve la propriété de saturation générique, les égalités ci-dessus 
donnent : 

(dV A )(I k ) = (d sat V A )(I k ), k£Si. 

Ainsi dans ce cas, chaque feuille est une courbe simple dont l'une des extré- 
mités est située sur V A (9j-i), l'autre extrémité étant située sur V A (6j). 
D'où : 

Remarque 5.2.2. L'ensemble V A (I k ) est une suspension au dessus de I k , 
pour k ^ Â. 

Supposons maintenant k G Â. Le même raisonnement montre que les 
extrémités des feuilles de ^F\v A (i k ) son t situées sur C'j U V A {9 k _i) U V A (9k). 

Lemme 5.2.3. // n'existe pas de feuille de ^\v^(i k ) dont les deux extrémités 

o 

sont situées sur C k . 

Preuve. Raisonnons par contraposée. Une feuille L' G F\v&.(l k ) telle que 

o 

dL' C C'k est l'image inverse par ^ d'une partie connexe d'une feuille de 
^|[/ A , qui est paramétrisée par t i— > 4>^(m), t G [0, 2ir] et telle que m et 
(t>i2-K{m) appartienne à Ck H {arg y ^ 9 k ,8 k+ i}. Mais ceci est impossible 
d'après flEEU). □ 

Remarque 5.2.4. Chaque feuille de 3~\v&(I k )i k E Â, dont l'une des extré- 

o 

mités m est située sur C' k a son autre extrémité, que nous notons Zfc(m), 
située sur V(9 k ) ou sur V{9 k _\). Par un argument de continuité on voit qu'il 

o 

existe 8 + {k) G {9 k _i,9 k } tel que Zfc(m) G V A (9 + (k)), pour tout m G C' k . 
Par extension on obtient une application analytique réelle l k : C' k — > 
V(0+(fc)), m i — ► Zfc(m). Toutes feuilles de ^"1^(4) qui n'intersectent pas 
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C' k ont une de leurs extrémités située sur V(9 k ) et l'autre sur V{9 k -\)- Fi- 
nalement on obtient une application R-analytique " de transport holonome" 
que nous notons encore l k 

h : V A (I k ) — V A (9+(k)) , {l k {m)} := L k (m) n Va (#+(&)) , 

avec L k {m) désignant la feuille de 3~\V/±(l k ) 1 u i contient le point m. 

Considérons un intervalle / = [9', 9"], < 9" —9' < 2tt et un sous-ensemble 
connexe fermé O deDx <9B dont l'image par la projection (x, y) i— » y est l'arc 
de cercle 2" := {(e ÎÉI ,0) | 6* G /}. Nous supposons que J 7 ^ est un feuilletage 
en courbes lisses réelles. Considérons le sous-ensemble f2° C O des points m 
qui sont intérieurs à O pour la topologie feuilletée, i.e. il existe e m > tel 
que 4>Y t (m) G $7 pour — e m < t < e m . Notons 

d?n :=n\n° et ^ A : = o \ {n(9') u n(o")) = n(i) . 

Définition 5.2.5. Nous appelons raboté de Q, au dessus de I l'ensemble : 

Rab/(ft):=ft A \ Sat(<9^\ (fi(0') \JÇI{6")), fi A ) . 

Visiblement Rab/(J7) est visiblement une suspension (cf. (I5.1.ip ) au dessus 
de X pour la projection (x, y) \— * y, si 9" — 9' < 2ir. C'est en fait le plus grandi 
sous-ensemble de fi de type suspension au dessus de 1. Pour 9" — 9' = 2tt, 
c'est une suspension au dessus du cercle C", pointée en Pq := (0, e ld ). 

D'après (|5.2.4|) pour k G ^ on a l'égalité 

Rab /fc (y A (4)) = V A (I k ) - Sat^(£' fc (/ fc ); V A (I k )) . 

Cet ensemble est la suspension de Va (#-(&)) au dessus de Xfc := {0} x 
{e ld /9e Ik}, où 9-(k) est l'élément de {9 k -\,9 k } autre que 9 + {k). D'autre 
part, pour k £ Â, V A (Ik) est déjà une suspension et R&bi k (V A (I k )) = V A (I k ). 

Ainsi l'ensemble 

W A := \JW° A>k , avec W° Atk := Rab 4 (V A (4)) 
fc=i 

est une multi-suspension de longueur < q au dessus du cercle C , cf. (|5.1.1jl . 
Notons que d'après la remarque (I5.2,4p on a : 

(28) {w A>k (9 k ^), Wl k (9 k )} = {v A (9-(k)), l k (V A (9-(k)))} . 

Supposons £4 > assez petit pour que les difféomorphismes d'holonomies 
4>2 w i et <j)\ vi ne possèdent pas point périodique dans U A et V^ respective- 
ment. L'ensemble W^* := W A \C est -connexe dans V£, car chaque feuille 
de la restriction de T à Sat^/^,; V A (I k )) contient une extrémité d'une feuille 

de T\y-^. En appliquant la proposition (|1.1.4j) on obtient : W A * S-> V A . 



Il est clair que l'union de deux ensemble de type suspension au dessus de 1 est aussi 
de type suspension au dessus de T. 
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FiG. 5. Description des lunules et du procédé de rabotage. 

Nous allons maintenant construire une multi-suspension 
de longueur < q — 1 au dessus ed C, qui sera l-^-connexe dans W%*. 
Considérons la restriction de T à q _ 1 U q . Les feuilles sont des 
courbes homéomorphes à un intervalle fermé dont les extrémités sont : ou 
bien toutes deux situées sur ç „ 1 (^ 9 _2) U W A q{®q)i ou bien l' une es t 
située sur W A „_i(9 q -2) U W A q (0 q ) et l'autre sur la différence symétrique 
Wa )9 -i(^-i) A W%, q {0q-\)- Ainsi on a : 

RaV^wViUWiU) = Sat(wâ, î _ 1 (e,-i)nwl jg (Vi).WA, g -iUWâ, g ). 

Cet ensemble que nous notons W A __ x est une suspension au dessus de 
:= U /g. L'ensemble 

est une multi-suspension de longueur < q — 1. Par le même argument que 
précédemment la 0-.F-connexitée de W A * '■= W\\C dans est évidente 

et il vient : W^* ^ W A *. 

En itérant ce procédé on obtient une succession de multi-suspension W A C 
W^ _1 de longueur < q — j vérifiant : 

Ainsi est une suspension au dessus du cercle C pointée en Pq := 

(0,e ÎÉ, °), d'un ensemble A'cDx {-Pq} qui vérifie les propriétés (1), (2) et 
(3) de la proposition (|5.1.3H . Si 6q = 0, nous posons A' := A' et U' A , := 
W A _1 . Si 9q n'est pas nul, pour obtenir une suspension pointée en (0,1), 
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nous effectuons une opération de rabotage supplémentaire : nous posons 
J := [0, 27r], l'ensemble : 

U' A , := Rabj^lf 1 ) £ ^zT 1 £ V l • 

convient. 

Il reste maintenant à prouver l'assertion (4). Pour cela nous allons estimer 
les "pertes de rugosité" à chaque étape de l'induction. 

5.3. Estimation de la rugosité. 

Etape 1 : perte de rugosité par opérations de rabotage. Reprenons 
les notations (|27p du paragraphe précédent. Pour / = [6', 9"] et pour Q C 
D x {e ie , 9' <9 < 9"}, posons : 

ej, x (fi) := maxK , e x (d(n(9"))} , 

\in\\ I;X :=m a x{\\d(n(9'))\\ x , ||ô(n(0)IU}, 

en convenant que ei, x (d(Çl(6))) = +oo, si d(U(0))) n'est pas un chemin a. 1. 
p. m.. 

D'après (|28p on a pour tout k = l,...,q 

ei k AWi,k) =max{e x {V A (6-(k))), e x (i fc (7 A (M*))))} , 

lwi k \h k , x = ™x{\jv A (9„(k))\j x , |(i*(v A (M*)))l«}- 

La proposition (|2.3.3I) appliquée à la restriction du transport holonome 
h\v A (e-(k)) ■ VA(e-(kj) - V A {9 + (k)) donne : 

ei k AWi, k ) < ie x (V A (9^(k))) + c? ] \\V A (9_ (k))\\ x } , 

ÎW A>k \l IkiX <c^\\V A (6^k))\\ x , 

pour des des constantes , > appropriées. Il vient : 

(29) e Ik , x (Wl k ) < {{.max e x (V A (9(j))) + max \\V A (9,)\\ X } , 

ll^A.fcll^cf max r A (^-)|U. 
fc ' j=l,...,g 

Appliquons de même les inégalités © et la proposition (|2.3,3|) aux applica- 
tions de transport holonome : 

W/U-i(0*-i) n - ^,,-1(^-2) , 

On obtient aisément l'inégalité 

(30) e^iWlg.j) < §max{e x « ig _ 1 (Vi)), ^«,,(^1))}+ 

cP max{||WVi(Vi)ll- I|Wa, 9 (^-i)IU} ï • 

Ce qui donne grâce à (|29l) 

e/i ^(Wl, fc )<{. max e œ (F A ^0'))) + c? max II^OIU } , 
3-1' 3=1,-,? j=h-,q 
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pour une constantes > appropriée. On montre de même une inégalité : 
\\W Aik \y iiX <4 2) max \\V A (9,)\\ X . 

9-1' î=l,-,9 

En itérant ces majorations tout au long de l'induction précédente, on aboutit 
à des inégalités similaires pour U' A , : 

e iq -x x (U' A ,)<{max e x (V A (9(j))) + c^~ l) max ||Va(0j)IU J, 

lll C/ A'!llr9-i _ < cf~ l > max UVa^OIU • 
J fe > x 3=1, ...,q 

Pour obtenir les majorations (Jl|) de la proposition (|5.1.3f) il suffit de prouver 
l'existence de constantes Cj et de fonctions dj : R+ — * M+, lim r ^o^j( r ) = 
telles que : 

(31) e^VA^-)) < tey(A) + ^(H A||,)}} , \\V A (9,)\\ X < Cj \\A\\ x y . 

Pour cela fixons nous allons utiliser les propriétés de "l'application de Du- 
lac" du passage du col. Nous rappellerons brièvement cette notion et, pour 
plus de détails, nous renvoyons au chapitre 7.2. du livre de F. Loray [6]. 

Etape 2 : perte de rugosité par l'application de Dulac. Fixons j 
et désignons par Çj : V A \ V A (9j) — ► B x {e j } l'application de transport 
holonome Q(x, e ) := 4^0-9) ( x > Désignons aussi par B(e , 4) la surface 
de Riemann du disque fermé épointé {1} x 0(54)*. Nous notons re ld , < 
r < £4, G E les points de ©(54) et x{ r ^ e ) '■= (L r e ÎÉI ), l'application de 
revêtement. L'application holomorphe 

JDj. : = o o X | 5j . : Sj := {re id | < r < e 4) 9j < 9 < 6j + 2vr} -» V A (%) , 

avec ^ désignant toujours l'application de passage du col (|5.1.2p . se prolonge 
au bord du domaine. Plus précisément, on voit facilement que Dj(re l8 ) tend 
vers ^ ,_1 (re îé,J ) pour 9 — » 0j et Dj(re l9 ) tend vers ^ J ( 1 ï ,_1 (re î ^)) pour 9 — > 
0j + 27T, où /ij := 0^ est l'holonomie de T le long du cercle C . Ainsi en 
posant 

re^+ 2 ™)) := hf{Dj{rë 9 )) , n G Z , hj := <g m , 

on obtient un prolongement analytique de Dj, noté Dj, qui peut être défini 
au voisinage d'un fermé Sj D «Sj du type suivant : 

§j := { re ie / < r < Çj(6) } C B(e 4 ) , avec £j : R -> M >0 continue . 

L'application !9j : £j — » Va(%) s'appelle application de Dulac de J-, 
réalisée sur la transversale <Sj et à valeurs dans B x {e l6 i}. Il est clair 
que pour tout re* e G Sj les points (l,re îél ) et Dj(re lS ) sont sur une même 
feuille du collier Co^J 7 ). 

Lemme 5.3.1. Soit G : fi — > V A (9j) une application continue vérifiant les 
propriétés : a) fi est un sous- ensemble connexe de Sj, b) pour tout m G fi 
les points x( m ) e ^ G{m) appartiennent à la même feuille de Col(J-), c) il 
existe un point Pq G fi tel que G(Pq) = Dj(Po). Alors G = Dj\a. 
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Preuve. On sait que chaque feuille de F\c UT) intersecte V A (9j) suivant l'or- 
bite de hj qui est un ensemble discret. Ainsi, si l'on se donne la valeur de 
G ou de Dj en un point, les valeurs aux points voisins sont entièrement 
déterminées par la propriété b). L'ensemble des points de fi où G, et 55 j 
coïncident est donc un ouvert. La connexité de fi permet de conclure. □ 

Désignons par aj(9) =: (1, Qj(9)e ), 9 G [9j, 6 j -\-2ir] un chemin a. 1. p. m. 
qui paramétrise simplement d A dans le sens direct et par 5y : R <^-> ©(£4), 
son relevé otj{9) := Qj(9)e ld . Nous allons admettre provisoirement les lemmes 
ci-dessous et prouver les inégalités (|3ÏT) . 

Lemme 5.3.2. Pour \\A\\ X assez petit, il existe "dj G R>o tels que Dj o 
Sj-flflj, 9j + ■âj]) = dV A (9 j ) et0< < 2vr(A + 1). 

Lemme 5.3.3. Lorsque y = re l ® tend vers avec 9 variant dans un inter- 
valle compact, (e ÎÉ,J 55j(y)/y A ) tend vers uniformément vers 1 et (y55^(î/)/55j(y)) 
tend uniformément vers À. 

Le bord de V A (9j) est l'image du chemin 6y par l'application 55 j, d'après 
le premier lemme ci-dessus. La seconde inégalité de ([HT]) résulte donc direc- 
tement du second lemme. La formule de composition analogue à ([S]) donne 
la première inégalité de (|31 j) en prenant pour î)j(r) le maximum de la valeur 
absolue de l'argument de y55j(y)/55j(y) pour y = re l9 , avec \y\ < \r\ et 
9j <9 < 9j + 2vr(A + 1). D'après ([5X3]) comme A est réel > 0, fy(r) tend 
vers lorsque r tend vers 0. 

Preuve du Lemme \5.3.B . Les feuilles de la restriction de T à <9B x B* sont 
transverses aux surfaces Tq := {e l9 } x C*, 9 G [0, 2ir[. Elles sont aussi trans- 
verses aux surfaces T 9 C <9B x B* d'équation arg(y) = 9 ; pour le voir 
on peut remarquer que ^|d*X(9D es t transverse aux surfaces T' e C B* x 9B 
d'équations arg(y) = 9 et que l'application ^ de passage du col échange ces 
deux feuilletages et transforme T' e en T® . Ainsi, étant donné un chemin 

(32) t~<fâ(l,yo), te[0,h] 

d'extrémités (1, yo) G Tq et mi = 0^ ( 1 , t/o ) € î 1 ^, il existe une unique 
fonction analytique réelle ç, définie sur un voisinage de ttiq dans T ' et à 
valeurs dans M<o, telle que (j>f q ! m ){Tn) G Tq et ç(w-i) = — ii. L'application 

m i— > 4>^ m )( m ) es t un difféomorphisme local M-analytique de (To,too) sur 

D'autre part d sat U A est l'ensemble des points 4>^.(l,y) avec (l,y) G 9A 
et < t < 2tt. Ainsi tout point de Tj := d sat U A C\T e i est relié dans <9B x B* 
à un point de <9A, par un chemin du type ([32]) ci-dessus, avec < ii < 27r. 
On déduit de ce qui précède que Tj est localement difféomorphe à <9A. 
Plus précisément Tj est un chemin analytique par morceaux, homéomorphe 
à un intervalle ouvert, tracé dans T°'. Le transport holonome induit une 
application "localement injective" (5j : 1^ — > <9A. Notons Pj le point de 
dA d'argument 9j. Visiblement {Pj} = T~nT = dU A n T°* . Soit fj la 
compactification de Tj homéomorphe à un intervalle fermé. Nous pouvons 
noter Tj := Tj U {Pj, Pj}, avec l'application (3j qui se prolonge continûment 
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en une application f3j : Tj — ► <9A telle que f3j(Pj) = 0j(Pj) = Pj. Celle-ci se 

factorise en une injection (3j : Tj Sj, si A est de taille assez petite. 
Remarquons que l'application 

V := (M/" 1 o $f) : Q — Va(%) , fi := Pj(Tj) , 

satisfait les hypothèses du lemme (|5.3,ip . En effet a) et b) sont évidentes par 
construction et c) résulte de la remarque suivante : ^~ 1 {re Ld ) = Dj(e te ) si 
9 = 9j. Ainsi %(0) = ^(T]). Mais par construction ^~ l (T]) = 9V A (9j). 
Pour obtenir une égalité DjOctj([9j, dj+fij]) = dV&(9j), il suffit de remarquer 
que fi est l'image d'un intervalle par Sj. 

La longueur ■dj de cet intervalle est majoré par 2wdj, où dj est le nombre 
maximum de points d'une fibre de l'application (3j. Celui-ci se majore par la 
variation de l'argument de y dans un chemin j yo : t i— ► cf>^ (1, 2/q), t G [0, 2tt], 
avec yo G dA. Ce qui donne : 

d ' £ Re (è L t) - Re (à L (A + xyA{x - 5 A + £i ■ 



où eA est le maximum de \yA(x,y))\ pour (x,y) G D'où la conclusion. 

□ 

Preuve du Lemme 3.3\) . Remarquons d'abord que si l'on compose Dj par 



l'application de transport holonome 4^ig., on obtient l'application de Dulac 



'3 

réalisée encore sur Sj mais à valeur dans B x {1}. Toujours d'après (12.3,31) 
et (I2.3.4p il revient au même de prouver le lemme pour Dj ou pour D. Ainsi 
nous supposerons 9j = 0. L'application Dj est alors l'application de Dulac 
décrite dans le chapitre 7 de [6] et la première affirmation du lemme est 
énoncé à la page 148 de cette référence. 

Considérons la forme normale formelle, du germe de T au point singulier. 
Elle est donnée par une 1-forme qui s'écrit : 

(33) u po/q0j k> a :=q x(l + a x k ™y k <*>) dy + p y(l + (a- 1) x fe *V 90 ) dx , 

avec a G C , k G N*, définissant un feuilletage noté ^F po / q0} k,a- D'après [9] il 
existe des applications : Ui{r$, e) — ► Col (A), l = 0, . . . , 2k — 1, définies et 
différentiables (au sens de Withney) sur les secteurs fermés 



Ui(r , e) := iT 1 \ re ie / < r < r , 



7T ^7T 

2k~ k 



< ir/k \ n 



holomorphes sur les secteurs ouvert Ui(rç,, e), tangentes à l'identité en chaque 
point des axes et qui conjuguent Fp / q0i k,a à F\Col(A)- Soit m, n G N des 
entiers qui satisfont : mpo — nqQ = 1. L'application multiforme 

H := x n y m (x Po y qo ) ro*o exp - ^ 

\PoÇ(yit(a;,2/)V 

est, sur C 2 privé des axes, une intégrale première de T^ a . Elle est uniforme 
sur Ui(ro, e) et sépare les feuilles de la restriction de ^P po / q0: k,a à Ui(tq, e ); cf. 
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[9] page 598. Ainsi, si deux points (1, y) et (x, e l9 °) appartiennent à Ui(ro, e) 
et satisfont l'équation 

(34) H(l,y) = H(x,e i0 o), 

alors il existe un chemin dans une feuille de ^Fp /q ,k,a\ui(ro,s) joint ces 
deux points. On en déduit que toute solution de (|3"4"|) est une détermination 
de l'application de Dulac de ^F po / qih k,a- H en résulte aussi que les applica- 
tions de conjugaison $>j, l = 0, . . . , 2k — 1, induisent un système complet de 
conjugaisons sectorielles (à la source et au but) entre des déterminations de 
l'application de Dulac de T^iq^ a et de T. Ces conjugaisons sont holo- 
morphes sur les secteurs ouverts et possèdent un développement assympto- 
tique tangent à l'identité à l'origine. On en déduit, grâce à (|2.3.3p et (|2.3.4|) . 
qu'il suffit de prouver le lemme (|5.3.3p pour le feuilletage ^F po / q0i k,a- 

Supposons désormais T = ^F Po /q Q ,k,a- Pour simplifier les calculs, remar- 
quons d'abord que l'on peut se ramener au cas po = qo = k = 1. En ef- 
fet FpQ/qQ^i^a es t l'image réciproque de ^i, i, a P ar l'application R(x,y) : = 
(x kpo ,y kqo ). Celle-ci est un revêtement en restriction à C* x C* et ses res- 
trictions à des secteurs appropriés contenus dans des transversales aux axes 
conjuguent les applications de Dulac respectives. Les conjugantes g sont du 
type cp(z) = czP avec z = x ou y et /3 G Q>o> qui ne modifient pas la rugosité 
des courbes. Il en découle que le lemme f|5.3.3[) est satisfait par F po / qo ,k,a 
dès qu'il l'est par Fi t i, a . 

Supposons finalement T = J-\ \ a et 9j = 0. En dérivant la relation (|34p 
on voit que le graphe l'application de Dulac x = Sj(y) est une solution de 
l'équation différentielle : 

ydx _ x{l + ay) 
xdy y(l + (q — ï)x) 

Comme T)j(y) tend vers lorsque y tend vers avec un argument borné, 
on déduit de cette équation que (yD'j(y)/Dj(y)) converge alors et possède 
la même limite 1 , que (D j (y) /y). □ 
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